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Introducción 


La asignatura de Estadística está dirigida a los estudiantes del grado de Infor- 


mación y Documentación. 


Los estudios de Información y Documentación ofrecen múltiples salidas pro- 


fesionales desde el trabajo en centros de información (bibliotecas, mediatecas, 


centros de documentación, archivos), hasta la gestión de información en or- 


ganizaciones del sector privado o público (análisis de la información, gestión 


documental, gestión de contenidos, arquitectura de la información, webmas- 


ter) y la gestión de sistemas de información. 


En general, la estadística se ha convertido en una herramienta imprescindible 


en el campo de las ciencias sociales, en los trabajos de investigación y a la hora 


de desarrollar profesionalmente tareas relacionadas con la gestión, la interpre- 


tación de datos y la toma de decisiones. 


En el marco concreto de las competencias que tiene que desarrollar un gestor 


de la información y de la documentación, la estadística es un instrumento 


muy útil, sea cual sea el campo profesional que se quiere desarrollar. 


Estos materiales introducen los conceptos estadísticos más necesarios para su 


formación, utilizando un enfoque práctico y aplicado. En este sentido, se da 


prioridad a la adquisición de conceptos y métodos aplicados, evitando el uso 


de un excesivo formalismo matemático. A priori, no se necesitan conoci- 


mientos previos de estadística, ya que esta asignatura se tratará desde cero y 


suponiendo que el estudiante no ha trabajado nunca en este campo. 


El material didáctico está constituido por cinco módulos: 


1. Estadística descriptiva, que incluye una introducción a la estadística y a la 


descripción de datos mediante tablas, gráficos y estadísticos, así como al 


concepto de probabilidad y de distribución de probabilidad. 


2. Inferencia de información para una población, que incluye distribuciones, 


intervalos y contrastes. 


3. Inferencia de información para dos poblaciones, sobre los contrastes de hi- 


pótesis para dos poblaciones. 


4. Relación entre variables: causalidad, correlación y regresión, que incluye 


modelos de regresión simple (lineales, cuadráticos y cúbicos). 


5. Introducción al diseño y análisis de encuestas, sobre las aplicaciones esta- 


dísticas a la selección de muestras y al análisis de cuestionarios. 
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Objetivos 


El objetivo fundamental es introducir al estudiante en el uso de la metodolo- 


gía estadística para describir y compilar datos, construir muestras aleatorias 


válidas, comprobar hipótesis y elaborar modelos estadísticos. 


A grandes rasgos, las competencias que se pretenden alcanzar son: 


1. Entender la importancia de la estadística en la sociedad moderna. 


2. Aprender a organizar y resumir de forma descriptiva un conjunto de datos 


de una muestra mediante gráficos, tablas de frecuencias y estadísticos. 


3. Comprender el concepto de probabilidad de un acontecimiento y descu- 


brir sus principales propiedades y aplicaciones. 


4. Conocer las principales distribuciones estadísticas que se usan para mode- 


lar el comportamiento de variables discretas y continuas, y utilizarlas en 


pruebas de hipótesis. 


5. Aplicar e interpretar la inferencia estadística en poblaciones. 


6. Entender la importancia de las encuestas y los cuestionarios en la sociedad 


de la información y conocer su elaboración y aplicación. 


7. Aprender a usar software estadístico y de análisis de datos como instru- 


mento básico en la aplicación práctica de los conceptos y las técnicas es- 


tadísticas. 
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Introducción 


Las sociedades modernas son ricas en datos: la prensa escrita, la televisión y la 


radio, Internet y las intranets de las organizaciones ofrecen cantidades inmen- 


sas de datos que pueden ser procesados y analizados. Esto convierte a la esta- 


dística en una ciencia interesante y útil puesto que proporciona estrategias y 


herramientas que permiten obtener información a partir de dichos datos. Ade- 


más, gracias a la evolución de la tecnología (ordenadores y software estadísti- 


co) hoy en día es posible automatizar gran parte de los cálculos matemáticos 


asociados al uso de técnicas estadísticas, lo que permite extender su uso a un 


gran rango de profesionales en ámbitos tan diversos como la biología, las cien- 


cias empresariales, la sociología o las ciencias de la información. 


La práctica de la estadística requiere aprender a obtener y explorar los datos –tan- 


to numéricamente como mediante gráficos–, a pensar sobre el contexto de los 


datos y el diseño del estudio que los ha generado, a considerar la posible in- 


fluencia de observaciones anómalas en los resultados obtenidos, a discutir la 


legitimidad de los supuestos requeridos por cada técnica y, finalmente, a va- 


lidar la fiabilidad de las conclusiones derivadas del análisis. La estadística requiere 


tanto de conocimientos sobre los conceptos y técnicas empleados como de la su- 


ficiente capacidad crítica que permita evaluar la conveniencia de usar unas u 


otras técnicas según el tipo de datos disponible y el tipo de información que 


se desea obtener. 


En este módulo inicial de la asignatura, se examinan los datos procedentes de 


una única variable: en primer lugar se explica cómo organizar y resumir dichos 


datos, tanto numérica como gráficamente (estadística descriptiva); en segun- 


do lugar, se introducen los conceptos básicos asociados con la idea de proba- 


bilidad; finalmente, se presentan algunos modelos matemáticos que permiten 


analizar el comportamiento de algunas variables. 


CC-BY-SA • PID_00161058 
6 
Estadística descriptiva univariante 


Objetivos 


Los objetivos académicos que se plantean en este módulo son los siguientes: 


1. Entender la importancia de la estadística en la sociedad moderna. 


2. Aprender a organizar y resumir un conjunto de datos procedentes de una 


variable mediante gráficos, tablas de frecuencias y estadísticos descriptivos. 


3. Comprender el concepto de probabilidad de un suceso y descubrir sus prin- 


cipales propiedades y aplicaciones. 


4. Conocer las principales distribuciones estadísticas que se usan para mode- 


lar el comportamiento de variables discretas y continuas. 


5. Saber calcular probabilidades asociadas a cada una de las distribuciones in- 


troducidas. 


6. Aprender a usar software estadístico o de análisis de datos como instrumen- 


to básico en la aplicación práctica de los conceptos y técnicas estadísticas. 
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1. Introducción a la Estadística 


La Estadística es la ciencia que se ocupa de obtener datos y procesarlos para 


transformarlos en información. Es, por tanto, un lenguaje universal amplia- 


mente utilizado en las ciencias sociales, en las ciencias experimentales, en las 


ciencias de la salud y en las ingenierías. Las Tecnologías de la Información y 


la Comunicación (TIC) han incrementado notablemente la producción, dise- 


minación y tratamiento de la información estadística. En particular, Internet 


es una fuente inagotable de datos que pueden ofrecer información y, a partir 


de ella, conocimiento. Por otra parte, la constante evolución de los ordenado- 


res personales y de los programas informáticos de estadística y análisis de 


datos posibilita y facilita el análisis de grandes cantidades de datos mediante 


el uso de técnicas estadísticas y de minería de datos. En la Sociedad de la In- 


formación se hace pues imprescindible disponer de un cierto conocimiento 


estadístico incluso para poder comprender e interpretar correctamente los in- 


dicadores económicos (IPC, inflación, tasa de desempleo, Euribor, etc.), los indi- 


cadores bibliométricos (factor de impacto de una revista, cuartil en el que se sitúa, 


vida media de las citas recibidas, etc.) o los indicadores sociales (esperanza de 


vida, índice de alfabetización, índice de pobreza, indicador social de desarrollo 


sostenible, etc.) a los que frecuentemente se hace referencia en los medios de 


comunicación. 


El campo de la Estadística se puede dividir en dos grandes áreas: la estadística 


descriptiva y la estadística inferencial (figura 1). 


Figura 1. Estadística descriptiva y estadística inferencial 


La estadística descriptiva se ocupa de la obtención, presentación y descripción 


de datos procedentes de una muestra o subconjunto de una población de in- 


dividuos. Por su parte, la estadística inferencial usa los resultados obtenidos 


Nota 


Las agencias gubernamentales, 
como el Instituto Nacional de 
Estadística (INE) o el Eurostat 
proporcionan datos sobre casi 
cualquier ámbito socioeconó- 
mico. 


Software estadístico 


En la actualidad existen exce- 
lentes programas informáti- 
cos para el análisis estadístico 
de datos. Algunos ejemplos 
son: MINITAB, SPSS, MS Excel, 
SAS, R, S-Plus, Statgraphics o 
Statistica. 
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mediante la aplicación de las técnicas descriptivas a una muestra para inferir 


información sobre el total de la población a la que pertenece dicha muestra. 


Algunos términos básicos 


A lo largo de este material se usarán abundantes términos estadísticos, muchos 


de ellos bastante conocidos. A continuación se presentan y revisan algunos de 


estos términos básicos que conviene entender bien: 


• 
Población: colección o conjunto de elementos (individuos, objetos o su- 


cesos) cuyas propiedades se desean analizar. Ejemplos: (a) los estudiantes 


universitarios de un país; (b) el conjunto de periódicos en Internet; (c) el 


conjunto de revistas indexadas en el Science Citation Index (SCI), etc. 


• 
Muestra: cualquier subconjunto de elementos de la población. Ejemplos: 


(a) los estudiantes de una determinada universidad; (b) los periódicos en 


línea centrados en aspectos económicos; (c) las revistas indexadas en el SCI 


de una determinada editorial, etc. 


• 
Muestra aleatoria: muestra cuyos elementos han sido escogidos de forma 


aleatoria. Ejemplos: (a) un subconjunto de doscientos estudiantes escogi- 


dos al azar (mediante el uso de números aleatorios) de entre todos los ma- 


triculados en universidades de un país; (b) un subconjunto de cincuenta 


periódicos en línea escogidos al azar; (c) un subconjunto de quince revistas 


indexadas en el SCI escogidas al azar, etc. 


• 
Marco del muestreo: lista que contiene aquellos elementos de la población 


candidatos a ser seleccionados en la fase de muestreo. No necesariamente co- 


incidirá con toda la población de interés, ya que en ocasiones no será posible 


identificar a todos los elementos de la población. Ejemplos: (a) lista de todos 


los estudiantes matriculados en universidades de un país en un semestre con- 


creto; (b) relación de periódicos en línea disponibles en un momento dado; 


(c) lista de todas las revistas indexadas en el SCI en un año específico, etc. 


• 
Variable aleatoria: característica de interés asociada a cada uno de los ele- 


mentos de la población o muestra considerada. Ejemplos: (a) la edad de 


cada estudiante; (b) el número de visitas diarias que recibe cada periódico 


en línea; (c) el factor de impacto de cada revista, etc. 


• 
Datos u observaciones: conjunto de valores obtenidos para la variable de in- 


terés en cada uno de los elementos de la muestra. Ejemplos: (a) las edades re- 


gistradas son {25, 23, 19, 28…}; (b) las visitas diarias registradas son {1326, 


1792, 578, 982…}; (c) los factores de impacto registrados son {2,3; 1,7; 8,2…}. 


• 
Experimento: estudio en la que el investigador controla o modifica expre- 


samente las condiciones del mismo con la finalidad de analizar los distin- 


CC-BY-SA • PID_00161058 
9 
Estadística descriptiva univariante 


tos patrones de respuesta en las observaciones. Ejemplos: (a) estudiar cómo 


varían las calificaciones de un grupo de estudiantes según dispongan o no 


de ordenadores con acceso a Internet en las aulas; (b) estudiar cómo varía 


el número de visitas a un periódico en línea según se opte o no por incluir 


noticias sensacionalistas en su portada; (c) estudiar cómo varía el factor de 


impacto de un grupo de revistas según éstas se incluyan o no en una base 


de datos de reconocido prestigio, etc. 


• 
Inspección o encuesta: estudio en el que el investigador no pretende mo- 


dificar las condiciones de la muestra con respecto a la variable de interés 


sino simplemente obtener los datos correspondientes a unas condiciones 


estándar. Ejemplos: (a) registrar las calificaciones de los estudiantes de un 


máster determinado; (b) realizar una encuesta a los lectores de un periódico 


en línea; (c) obtener el factor de impacto asociado a cada una de las revistas 


de una muestra, etc. 


• 
Parámetro: valor numérico que sintetiza alguna propiedad determinada 


de la población. Los parámetros se asocian a toda la población y suelen re- 


presentarse con letras del alfabeto griego como  (mu), (sigma), etc. Ejem- 


plos: (a) la edad media de todos los estudiantes universitarios de un país; 


(b) el número máximo de visitas diarias recibido por algún periódico en lí- 


nea; (c) el rango o diferencia entre el mayor y el menor factor de impacto 


del conjunto de revistas indexadas en el SCI, etc. 


• 
Estadístico: valor numérico que sintetiza alguna propiedad determinada 


de una muestra. Los estadísticos se asocian a una muestra y se suelen repre- 


sentar por letras del alfabeto latino como 
, s, etc. Ejemplos: (a) la edad 


media de los estudiantes de una muestra aleatoria; (b) el número máximo 


de visitas diarias recibidas por algún periódico deportivo en línea; (c) el 


rango o diferencia entre el mayor y el menor factor de impacto de las revis- 


tas de una editorial, etc. 


• 
Variable cualitativa o categórica: variable que categoriza o describe cualita- 


tivamente un elemento de la población. Suele ser de tipo alfanumérico, pero 


incluso en el caso en que sea numérica no tiene sentido usarla en operaciones 


aritméticas. Ejemplos: (a) el teléfono o el correo electrónico de un estudiante; 


(b) la dirección IP de un periódico en línea; (c) el ISSN de una revista, etc. 


• 
Variable cuantitativa o numérica: variable que cuantifica alguna propie- 


dad de un elemento de la población. Es posible realizar operaciones aritmé- 


ticas con ella. Ejemplos: (a) el importe de la beca que recibe un estudiante; 


(b) los ingresos que genera un periódico en línea; (c) el número de revistas 


publicadas por una editorial, etc. 


• 
Variable cuantitativa discreta: variable cuantitativa que puede tomar un 


número finito o contable de valores distintos. Ejemplos: (a) edad de un es- 


x 
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tudiante; (b) número de enlaces a otras fuentes de información que ofrece 


un periódico en línea; (c) calificación que obtiene una revista en una escala 


entera de 1 a 5, etc. 


• 
Variable cuantitativa continua: variable cuantitativa que puede tomar 


un número infinito (no contable) de valores distintos. Ejemplos: (a) altura 


o peso de un estudiante; (b) tiempo que transcurre entre la publicación de 


una encuesta en línea y el instante en que ya la han completado un cente- 


nar de internautas; (c) factor de impacto (sin redondear) de una revista, etc. 


• 
Distribución de una variable: en sentido amplio, una distribución es una 


tabla, gráfico o función matemática que explica cómo se comportan o dis- 


tribuyen los valores de una variable, es decir, qué valores toma la variable 


así como la frecuencia de aparición de cada uno de ellos. Ejemplo: dada 


una muestra aleatoria de revistas, la distribución de la variable “factor de 


impacto de una revista” puede representarse mediante una tabla de fre- 


cuencias o mediante una gráfica como se aprecia en la figura 2. Se observa 


que trescientas cuarenta y dos de las revistas consideradas tienen un factor 


de impacto entre 0 y 1, cuatrocientas cincuenta y dos de las revistas tienen 


un factor de impacto entre 1 y 2, etc. 


Figura 2. Distribución de una variable aleatoria 
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2. Descripción de datos mediante tablas y gráficos 


Cuando se dispone de un conjunto de observaciones procedentes de una 


muestra conviene hacer un primer análisis exploratorio de éstas mediante grá- 


ficos y tablas que ayuden a interpretar los datos y a extraer información de los 


mismos. Existen diferentes tipos de gráficos que pueden usarse en esta fase ex- 


ploratoria y el uso de unos u otros dependerá en gran medida del tipo de datos 


de los que se disponga (cualitativos o cuantitativos), así como de la informa- 


ción que se desee visualizar. En este apartado se presentaran algunos de los 


gráficos y tablas más habituales para la descripción de datos univariantes. 


Gráficos y tablas para datos cualitativos o categóricos 


Si se dispone de datos cualitativos o categóricos, pueden sintetizarse mediante 


una tabla que recoja, para cada categoría: el número de veces que aparece (fre- 


cuencia absoluta), el porcentaje de apariciones sobre el total de observaciones 


(frecuencia relativa), así como los acumulados de ambos valores. La tabla 1 


muestra esta información para la variable “número de hotspots (conexiones 


wi-fi) identificados en cada comunidad autónoma”. 


Tabla 1. Ejemplo de tabla de frecuencias para una variable categórica 


Datos univariantes 


Los datos univariantes son los 
que provienen de una única 
variable. En algunos casos, los 
datos pueden proceder de dos 
o más variables y, entonces, se 
usa la expresión bivariante 
(si se trata de dos variables) 
o multivariante (si se conside- 
ran más de dos). 


Nota 


Observad que la frecuencia 
acumulada se obtiene sólo 
con ir acumulando frecuencias 
anteriores. 


Comunidad 
autónoma 


Hotspots por comunidad autónoma 


Frecuencia 
Frecuencia 
acumulada 


Frecuencia 
relativa 


Frec. rel. 
acumulada 


Andalucía 
885 
885 
11,9% 
11,9% 


Aragón 
177 
1.062 
2,4% 
14,2% 


Asturias 
148 
1.210 
2,0% 
16,2% 


Cantabria 
164 
1.374 
2,2% 
18,4% 


Castilla-La Mancha 
144 
1.518 
1,9% 
20,3% 


Castilla y León 
302 
1.820 
4,0% 
24,4% 


Cataluña 
1.391 
3.211 
18,6% 
43,0% 


C. Valenciana 
622 
3.833 
8,3% 
51,3% 


Extremadura 
137 
3.970 
1,8% 
53,2% 


Galicia 
516 
4.486 
6,9% 
60,1% 


I. Baleares 
183 
4.669 
2,5% 
62,5% 


I. Canarias 
151 
4.820 
2,0% 
64,6% 


La Rioja 
126 
4.946 
1,7% 
66,3% 


Madrid 
1.776 
6.722 
23,8% 
90,0% 


Murcia 
160 
6.882 
2,1% 
92,2% 


Navarra 
153 
7.035 
2,0% 
94,2% 


País Vasco 
430 
7.465 
5,8% 
100,0% 


Totales 
7.465 
100,0% 
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Además de mediante una tabla de frecuencias, suele ser habitual representar 


datos categóricos mediante el uso de gráficos circulares (figura 3) o bien me- 


diante diagramas de barras (figura 4). 


Figura 3. Ejemplo de gráfico circular para una variable categórica 


Figura 4. Ejemplo de diagrama de barras para una variable categórica 


Este tipo de gráficos pueden crearse fácilmente con cualquier programa esta- 


dístico o de análisis de datos (p. ej.: Minitab, MS Excel, SPSS, etc.). La figura 5 


muestra los pasos básicos para generar un gráfico circular (pie chart) con Mini- 


tab. La generación de un diagrama de barras (bar chart) se consigue de forma 


similar, al igual que ocurre con la mayoría de los gráficos que se presentan en 


este apartado. 
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Figura 5. Pasos a seguir para la generación de un gráfico circular con Minitab 


Un gráfico que también suele usarse bastante para describir datos cualita- 


tivos es el llamado diagrama de Pareto. Este gráfico está compuesto por: (a) 


un diagrama de barras en el que las categorías están ordenadas de mayor a 


menor frecuencia y (b) una línea que representa la frecuencia relativa acu- 


mulada (figura 6). 


Figura 6. Diagrama de Pareto sobre las causas de abandono de un curso 


Pasos a seguir 


Una vez introducidos los datos 
en el programa (1), se sigue la 
ruta Graph > Pie Chart (2) y se 
seleccionan las variables en la 
ventana correspondiente (3). 


Nota 


Las capturas de pantalla de 
Minitab corresponden a la ver- 
sión 15 de este programa. Es 
posible que otras versiones 
ofrezcan ligeras diferencias en 
los menús y ventanas, aunque 
básicamente el proceso será el 
mismo. Para obtener más deta- 
lles sobre las opciones disponi- 
bles, siempre es posible 
consultar la ayuda en línea del 
programa o bien alguno de los 
numerosos manuales de uso 
que se pueden encontrar en 
Internet. 


Diagrama de Pareto 


Para generar un diagrama de 
Pareto en Minitab hay que usar 
la ruta Stat > Quality Tools. 
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Los diagramas de Pareto son muy útiles para detectar cuándo un porcentaje 


reducido de categorías (p. ej.: un 20% de las categorías) “acapara” o repre- 


senta un porcentaje alto de observaciones (p. ej.: un 80% de los datos). Es- 


tos fenómenos de excesiva representatividad por parte de unas pocas 


categorías suelen darse con frecuencia en contextos socioeconómicos (p. ej.: 


un porcentaje reducido de los ciudadanos de un país acapara un alto por- 


centaje de la renta), educativos (p. ej.: un porcentaje reducido de causas ge- 


neran la mayor parte de los abandonos del curso) o de ingeniería de la 


calidad (p. ej.: un alto porcentaje de fallos son debidos a un número muy 


reducido de causas). Identificar aquellas pocas categorías que representan 


una gran parte del porcentaje total puede servir para corroborar ciertos des- 


equilibrios distributivos –como una distribución poco equilibrada de las 


rentas en un país o de los sueldos en una empresa–, o para proporcionar 


pistas sobre los principales factores de causa de un problema –como el alto 


nivel de abandono de un curso o un elevado nivel de fallos en un servicio 


o producto–. 


Gráficos y tablas para datos cuantitativos 


En el caso de datos cuantitativos, su representación gráfica o mediante tablas 


permite apreciar la forma de su distribución estadística, es decir, la forma en 


que se comporta la variable de interés (cuáles son los valores medios o centra- 


les, cuáles son los valores más habituales, cómo varía, cómo de dispersos son 


los valores, si muestra algún patrón de comportamiento especial, etc.). 


Uno de los gráficos más sencillos de elaborar es el llamado gráfico de puntos 


(dotplot). Se trata de un gráfico en el que cada punto representa una o más ob- 


servaciones. Los puntos se apilan uno sobre otro cuando se repiten los valores 


observados (figura 7). 


Figura 7. Gráfico de puntos para las calificaciones de un curso 


Un gráfico similar, aunque algo más elaborado y con una orientación trans- 


puesta de los ejes, es el llamado diagrama de tallos y hojas (stem-and-leaf). 


En él también se representan los valores observados pero usando los pro- 


pios valores numéricos en lugar de puntos, lo que proporciona un mayor 


nivel de detalle. La figura 8 muestra un ejemplo de gráfico de tallos y hojas 


para los mismos datos empleados en la figura 7. Se observa que el gráfico 


se ha construido a partir de una muestra de cincuenta calificaciones y que 
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se ha usado una unidad de hoja (leaf) de 0,1. Esto significa que la segunda 


columna del gráfico representa la parte entera de la calificación, mientras 


que cada uno de los números situados a su derecha representa la parte de- 


cimal de una observación con dicha parte entera. Así, se pueden leer las si- 


guientes calificaciones por orden de menor a mayor: 1,4, 2,9, 3,0, 3,5, 3,9, 


4,0, 4,3, etc. 


Figura 8. Gráfico de hojas y tallos para las calificaciones de un curso 


Cuando las observaciones generan un número elevado de valores distintos, re- 


sulta recomendable agruparlos en clases o intervalos disjuntos de igual tama- 


ño. De ese modo, cada observación se clasifica en una clase o intervalo según 


su valor. La tabla 2 muestra un ejemplo de tabla de frecuencias en el que se 


han agrupado los datos en intervalos. La frecuencia de cada intervalo viene de- 


terminada por el número de observaciones cuyos valores están en dicho inter- 


valo. La marca de clase representa el valor medio del intervalo. 


Tabla 2. Ejemplo de tabla de frecuencias agrupadas usando intervalos 


Un gráfico que utiliza también intervalos para agrupar los datos a represen- 


tar es el histograma. El histograma muestra la frecuencia (absoluta o relati- 


va) de cada clase, lo que permite visualizar de forma aproximada la 


distribución de los datos (figura 9). Sin embargo, hay que tener presente 


que la forma final del histograma puede variar bastante según el número 


de intervalos que se definan para agrupar los datos, lo que a veces no per- 


mite apreciar correctamente la forma exacta de la distribución estadística 


que siguen las observaciones. 


Atención 


Cabe destacar que en un gráfi- 
co de tallos y hojas los datos se 
apilan de izquierda a derecha 
en lugar de arriba abajo como 
ocurre con el gráfico de 
puntos. 


Intervalo 
Marca de clase 
Frecuencia 
Frecuencia relativa 


[0, 2) 
1 
12 
8,1% 


[2, 4) 
3 
23 
15,5% 


[4, 6) 
5 
67 
45,3% 


[6, 8) 
7 
31 
20,9% 


[8, 10) 
9 
15 
10,1% 


Totales 
148 
100,0% 


Nota 


Una regla habitual es definir 


clases o intervalos, siendo 
n el número de observaciones 
disponibles. 


n 
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Figura 9. Histograma de una distribución aproximadamente normal 


La figura 9 muestra un histograma con forma de campana: es una forma bas- 


tante simétrica, que presenta una mayor altura en la parte central y disminuye 


paulatinamente en las “colas” o extremos. Esta forma es bastante habitual y 


suele caracterizar el comportamiento de muchas variables (p. ej.: notas numé- 


ricas en un examen, peso o altura de individuos, temperaturas diarias, etc.). 


Sin embargo, también es habitual encontrarse con variables que muestran pa- 


trones de comportamientos completamente distintos. Por ejemplo, la figura 


10 muestra un histograma en el que se aprecia una distribución más “unifor- 


me” u homogénea de los datos, mientras que la figura 11 muestra un histogra- 


ma en el que se aprecia una distribución asimétrica o “sesgada” de los mismos. 


Figura 10. Histograma de una distribución aproximadamente uniforme 
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Figura 11. Histograma de una distribución sesgada a la derecha 
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3. Descripción de datos mediante estadísticos 


Dado un conjunto de n datos u observaciones, x1, x2, …, xn, asociadas a una va- 


riable de interés X, suele ser útil sintetizar algunas de sus principales propiedades 


en unos pocos valores numéricos. Los estadísticos descriptivos son, precisamente, 


estos valores numéricos capaces de proporcionar información a partir del conjun- 


to de las observaciones. Estos estadísticos resultan muy útiles a la hora de enten- 


der el comportamiento de los datos, ya que un simple valor numérico es capaz de 


describir propiedades tan relevantes como, por ejemplo, el valor promedio del 


conjunto de datos, el valor máximo, el valor mínimo, el valor que se repite con 


más frecuencia, un índice de dispersión o variabilidad, etc. 


Como ya se comentó anteriormente, estos estadísticos hacen referencia a una 


muestra de observaciones y suelen representarse mediante letras del alfabeto 


latino ( 
, s, etc.), lo que permite distinguirlos claramente de sus parámetros 


asociados que sintetizan propiedades de toda la población y se representan 


mediante letras griegas (, , etc.). Básicamente pueden distinguirse dos gru- 


pos de estadísticos descriptivos: (a) los de centralización, que proporcionan in- 


formación sobre cuáles son los valores “centrales” del conjunto de datos (p. ej.: 


el valor promedio de los datos) y (b) los de dispersión, que explican cómo se 


sitúan y varían los datos con respecto a los valores “centrales” (p. ej.: el rango 


o diferencia entre el valor máximo y el valor mínimo de los datos). 


Estadísticos de centralización 


A continuación se presentan los estadísticos de centralización más usados ha- 


bitualmente: 


• 
Media (mean): la media (también conocida por valor promedio o valor es- 


perado) de un conjunto de observaciones muestrales se representa con el 


símbolo 
. Intuitivamente, la media simboliza el “centro de masas” o 


“punto de equilibrio central” del conjunto de datos considerado. El pará- 


metro asociado, la media poblacional, se representa por . Para calcular la 


media de un conjunto de datos se usa la siguiente expresión: 


Ejemplo: la media de los cinco datos siguientes {6, 3, 8, 6, 4} es 


• 
Mediana (median): la mediana de un conjunto de observaciones muestra- 


les suele representarse con el símbolo 
. En el caso de una población, el 


Web 


Recordar que la World Wide 
Web (p. ej., Wikipedia, etc.) 
es una excelente fuente de 
consulta para ampliar los 
conceptos y definiciones 
estadísticas que se 
proporcionan en este y otros 
módulos. Un recurso 
especialmente interesante, 
por cuanto ofrece una visión 
muy completa de conceptos 
y técnicas estadísticas, es el 
libro en línea de StatSoft 
http://www.statsoft.com/ 
textbook/. 


Nota 


Recordar que los símbolos 
 y  se pronuncian como 
“mu” y “sigma”, respectiva- 
mente. La pronunciación de 
otros símbolos del alfabeto 
griego se puede consultar, 
p. ej., en Wikepedia. 


x 


Media muestral 


Recordar que la media mues- 
tral es un estadístico que hace 
referencia al “centro de masas” 
de los datos de una muestra 
(subconjunto de la población), 
mientras que la media pobla- 
cional es un parámetro que re- 
presenta el “centro de masas” 
de toda la población. 


x 


 


 
 
 
 
  
1 
2 


1 


... 
1 n 
n 
i 


i 


x 
x 
x 
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n 
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parámetro mediana se denota con M. Una vez se ordenan todos los datos 


de menor a mayor, la mediana es aquel valor que deja a su izquierda la mi- 


tad de las observaciones (es decir, es aquel valor tal que el número de ob- 


servaciones más pequeñas que él coincide con el número de observaciones 


mayores que él). Los pasos para calcular la mediana son: (1) ordenar los da- 


tos de menor a mayor, (2) calcular la posición i que ocupa la mediana en 


el conjunto ordenado de datos, 
y (3) seleccionar la observación xi 


(la que ocupa la posición determinada en el paso anterior). Cabe observar 


que si el número de datos n es impar (p. ej.: n = 5), la posición i será un valor 


entero (p. ej.: i = 3) que corresponderá con un valor concreto, xi, del con- 


junto de datos. Sin embargo, si n es par (p. ej.: n = 6), la posición i será un 


número no entero (p. ej.: i = 3,5), en cuyo caso la mediana vendrá dada por 


el promedio de los dos valores que ocupan las posiciones enteras más cer- 


canas a i (en este caso por el promedio de los valores que ocupan las posi- 


ciones 3 y 4). 


Ejemplo: dado el conjunto de ocho datos {5, 11, 7, 8, 10, 9, 6, 9}, lo prime- 


ro es ordenarlos de menor a mayor, con lo que se obtiene la serie {5, 6, 7, 


8, 9, 9, 10, 11}; ahora, la posición de la mediana vendrá dada por 


, es decir, la mediana estará entre los valores que ocupan las 


posiciones 4 y 5, por lo que se calcula el promedio de ambos para dar el va- 


lor de la mediana, es decir: 
. 


Es importante destacar que la media es muy sensible a la existencia de va- 


lores extremos (outliers), es decir, la inclusión o no de un valor que esté 


muy alejado del resto de los datos puede cambiar considerablemente el va- 


lor resultante de la media. Por el contrario, la mediana se ve mucho menos 


afectada por la presencia de dichos valores, lo que significa que la mediana 


es un “centro” más estable que la media en el sentido de que se ve menos 


afectado por la presencia de valores extremos en los datos. 


• 
Moda (mode): la moda de un conjunto de datos es el valor que más veces 


se repite (el de mayor frecuencia). 


Ejemplo: la moda de la serie de datos {6, 3, 4, 8, 9, 6, 6, 3, 4} es 6, puesto 


que es el valor que más veces aparece en la serie. 


Estadísticos de dispersión 


Se presentan ahora los principales estadísticos de dispersión que, como se ha 


comentado anteriormente, proporcionan información sobre la variabilidad 


del conjunto de datos: 


 
 
1 


2 


n 
i 


 
 
 
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1 
4,5 
2 
i 


 
 
 
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• 
Rango (range): el rango de un conjunto de datos es la diferencia entre el 


valor máximo y el mínimo de los mismos. 


Ejemplo: dado el conjunto de datos {2, 3, 8, 3, 5, 1, 8}, su rango es 


8  (8) = 16 


• 
Varianza muestral (sample variance): la varianza de una muestra se repre- 


senta por el símbolo s2. En el caso de una población, el parámetro varianza 


se representa con el símbolo . La varianza muestral será mayor cuanto 


mayor sean las diferencias entre cada una de las observaciones xi y la media 


de los datos 
, en concreto: 


Esto significa que la varianza es una medida de la dispersión de los datos 


con respecto a su media, es decir, cuando menor sea la varianza, tanto 


más agrupados estarán los datos alrededor de su valor promedio. Por el 


contrario, cuanto mayor sea la varianza, tanto más dispersos estarán los 


datos. 


Ejemplo: la varianza muestral de la serie de 5 datos {6, 3, 8, 5, 3} es: 


• 
Desviación estándar (standard deviation): la desviación estándar (o típi- 


ca) de una muestra se representa con el símbolo s, mientras que la desvia- 


ción estándar de una población se representa con . La desviación estándar 


es la raíz cuadrada positiva de la varianza, esto es: 
(o, dicho de otro 


modo, la varianza es el cuadrado de la desviación estándar). 


Ejemplo: para los datos del ejemplo anterior, 


Al igual que ocurría con la varianza, a mayor desviación estándar más dis- 


persión en los datos y viceversa. 


• 
Cuartiles (quartiles): en un conjunto de n observaciones ordenadas de menor 


a mayor valor, se pueden considerar tres valores numéricos concretos llama- 


dos cuartiles que dividen el conjunto en cuatro partes, cada una de ellas con- 


teniendo una cuarta parte de las observaciones (figura 12). El primer cuartil, 


Q1, es el valor que deja la cuarta parte de los datos ordenados a su izquierda (es 


decir, un 25% de los datos muestran valores inferiores a él y un 75% de los da- 


tos muestran valores superiores a él). Por su parte, el segundo cuartil, Q2, es 


aquel valor que deja la mitad de los datos ordenados a su izquierda (es decir, 


un 50% de los datos muestran valores inferiores a él y un 50% de los datos 


muestran valores superiores a él). Finalmente, el tercer cuartil, Q3, es aquel va- 
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lor que deja tres cuartas partes de los datos ordenados a su izquierda (es decir, 


un 75% de los datos muestran valores inferiores a él y un 25% de los datos 


muestran valores superiores a él). 


Figura 12. Cuartiles de un conjunto ordenado de datos 


Obsérvese que, en realidad, el cuartil segundo o Q2 coincide con el con- 


cepto de mediana presentado anteriormente. Los cuartiles son muy úti- 


les a la hora de clasificar una observación en una determinada franja del 


conjunto de datos, por ejemplo, si la observación es inferior a Q1 signi- 


fica que ésta se encuentra situada entre el 25% de valores más bajos; si 


la observación es superior a Q3 significa que está situada entre el 25% 


de valores más altos, etc. 


• 
Rango intercuartílico (inter-quartilic range): este rango suele repre- 


sentarse como IQR y es simplemente la diferencia entre el tercer cuartil 


y el primer cuartil, es decir: IQR = Q3 – Q1. El rango intercuartílico indi- 


ca el espacio que ocupan el 50% de las observaciones “centrales” 


(figura 12), por lo que, de forma similar a lo que ocurría con la varianza, 


da una medida de la dispersión de los datos (a mayor IQR mayor disper- 


sión y viceversa). 


Obtención de estadísticos descriptivos mediante programas informáticos 


En la práctica, es habitual utilizar algún programa estadístico o de análisis 


de datos para calcular los estadísticos anteriores e incluso algunos estadís- 


ticos adicionales que proporcionen información sobre el conjunto de da- 


tos. En la figura 13 se muestran los pasos básicos necesarios para obtener 


los principales estadísticos descriptivos con Minitab. El output del progra- 


ma, para un ejemplo con cincuenta observaciones, se muestra en la figura 


14. Por su parte, la figura 15 muestra una serie de estadísticos descriptivos 


generados con MS Excel para el mismo conjunto de datos (en este caso los 


cuartiles se han obtenido usando las fórmulas integradas de Excel). 
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Figura 13. Pasos para calcular estadísticos descriptivos con Minitab 


Figura 14. Estadísticos descriptivos obtenidos con Minitab 


Figura 15. Estadísticos descriptivos calculados con Excel 


Pasos a seguir 


Una vez introducidos los datos 
en el programa (1), se sigue la 
ruta Stat > Basic Statistics > Dis- 
play Descriptive Statistics… (2) y 
se seleccionan las variables en la 
ventana correspondiente (3). 


Diferencias en los 
métodos de cálculos 


Cabe destacar que hay ligeras 
diferencias entre los valores de 
los cuartiles calculados por 
Minitab y los correspondientes 
valores de Excel. Ello se debe 
a que usan métodos de cálculo 
distintos. Una discusión intere- 
sante sobre los diferentes mé- 
todos existentes para calcular 
los cuartiles se puede encon- 
trar en: http://mathforum.org/ 
library/drmath/view/ 
60969.html. 
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Diagrama de cajas y bigotes (boxplot) 


Usando los cuartiles es posible construir un tipo de gráfico, el diagrama de ca- 


jas y bigotes (boxplot), que resulta muy útil para visualizar la distribución de 


los datos. Este diagrama está compuesto por una caja central, definida por los 


cuartiles primero y tercero, que contiene el 50% “central” de las observacio- 


nes, y dos segmentos situados en los respectivos extremos de la caja, represen- 


tando cada uno de ellos el 25% de las observaciones extremas (figura 16). 


Figura 16. Diagrama de cajas y bigotes (boxplot) y valores extremos (outliers) 


El diagrama de cajas y bigotes sirve también para identificar posibles valo- 


res anómalos (outliers), que se encuentran excesivamente alejados del resto 


de los datos, es decir: o bien son extremadamente grandes o bien extrema- 


damente pequeños en comparación con el resto de observaciones. Estos va- 


lores anómalos se suelen representar mediante un asterisco, y pueden ser 


debidos a un error en el registro de los datos o bien a valores que, en reali- 


dad, se encuentran extremadamente alejados del resto de observaciones (p. ej.: 


el precio de un Ferrari cuando se compara con precios de turismos de gama 


media). Identificar valores anómalos en un conjunto de observaciones es 


importante, puesto que el análisis de los datos puede dar resultados muy 


distintos en función de que se consideren o no dichos valores en el estudio 


(por ejemplo, la media y la varianza de un conjunto de datos pueden cam- 


biar de forma notable según se incluya o no uno de estos valores extremos). 


La estrecha relación existente entre el histograma y el boxplot se puede ob- 


servar en la figura 17. En cierto sentido, el boxplot se puede interpretar 


como un histograma visto desde arriba. En este caso, la zona del boxplot si- 


tuada entre los cuartiles primero y tercero correspondería a la zona central 


del histograma. Además, en ambos casos queda identificado el valor anó- 


malo (outlier) así como la forma aproximadamente simétrica del resto de la 


distribución. 
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Figura 17. Relación entre histograma y boxplot 
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4. El concepto de probabilidad 


Un experimento aleatorio es aquel en el que no es posible conocer a priori el 


suceso resultante que acontecerá pero, sin embargo, sí es posible observar un 


cierto patrón regular en los resultados que van sucediendo cuando el experi- 


mento se repite muchas veces. Por ejemplo, cuando se considera el experimento 


aleatorio consistente en lanzar una moneda (o un dado) al aire, no es posible 


predecir cuál será el suceso resultante del experimento, es decir, si saldrá cara o 


cruz (o qué número saldrá en el caso del dado); sin embargo, sí se puede afirmar 


que tras muchos lanzamientos el porcentaje o proporción de sucesos “cara” ob- 


tenidos será muy próximo al 50% o 1/2 (en el caso del dado, el porcentaje o pro- 


porción de sucesos “3” obtenidos será muy próximo a 0,1667 o 1/6). Este 


porcentaje o proporción de aparición de un suceso tras muchas repeticiones del 


experimento es lo que da lugar a la idea de probabilidad: 


El requisito de independencia entre las distintas repeticiones del experimento 


aleatorio significa que el resultado de cada repetición del experimento no está 


condicionado por los resultados obtenidos en repeticiones anteriores (p. ej.: 


cuando se lanza varias veces una moneda al aire, el suceso resultante de cada 


nuevo lanzamiento es independiente de los resultados obtenidos en lanza- 


mientos previos). 


Ejemplo 1 de probabilidades 


En el experimento “lanzamiento de una moneda al aire”, es posible considerar 


los siguientes sucesos o potenciales resultados: C = {cara}, X = {cruz},  = {cara 


o cruz} y  = {ni cara ni cruz}. Los dos últimos sucesos se conocen, respectiva- 


mente, como suceso seguro  (que incluye todos los resultados posibles) y su- 


ceso imposible o conjunto vacío  (que no incluye ningún resultado derivado 


de la ejecución del experimento). En este caso, parece claro que P(C) = 0,5 (es 


decir, si se repitiera el experimento muchas veces, aproximadamente el 50% 


de las mismas serían caras), P(X) = 0,5, P() = 1 (es decir, en el 100% de los 


lanzamientos saldrá o bien cara o bien cruz) y P() = 0 (es decir, en el 0% de 


los lanzamientos no se obtendrá resultado alguno). 


Ejemplo 2 de probabilidades 


En el experimento aleatorio “lanzamiento de un dado”, es posible considerar 


sucesos o potenciales resultados como los siguientes: {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, 


Ejemplo 


La probabilidad de un suceso 
es siempre un número entre 0 
y 1. Así, por ejemplo, una pro- 
babilidad de 0,25 representa 
un porcentaje de aparición del 
25% o, equivalentemente, una 
proporción de 1/4. 


Se define la probabilidad de un suceso A, P(A), como el porcentaje o pro- 


porción de aparición de dicho suceso en una serie extraordinariamente lar- 


ga de repeticiones del experimento, todas ellas independientes entre sí. 
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 = {un número entre 1 y 6},  = {ningún número entre 1 y 6}. En este caso, 


P({1}) = 1/6 (tras muchas repeticiones, uno de cada seis lanzamientos acabará 


siendo un 1), P({2}) = 1/6, P({3}) = 1/6, P({4}) = 1/6, P({5}) = 1/6, P({6}) = 1/6, 


P() = 1 y P() = 0. 


Observar, además, que también es posible considerar sucesos compuestos co- 


mo, por ejemplo, par = {2, 4, 6}, impar = {1, 3, 5}, mayor2 = {3, 4, 5, 6}, menor3 


= {1, 2}, etc. En este caso, P(par) = 3/6 = 1/2, P(impar) = 1/2, P(mayor2) = 4/6 


= 2/3, P(menor3) = 2/6 = 1/3. 


Propiedades básicas de las probabilidades 


Hay una serie de propiedades básicas que debe satisfacer cualquier proba- 


bilidad. Estas propiedades son muy útiles a la hora de calcular probabilida- 


des de sucesos complejos a partir de probabilidades ya conocidas o fáciles 


de obtener: 


1) La probabilidad de cualquier suceso A siempre es un número situado entre 


0 y 1 (ambos inclusive), es decir 0  P(A)  1. 


Ejemplo: en los ejemplos anteriores, todas las probabilidades halladas eran va- 


lores entre 0 y 1. 


2) La probabilidad del suceso imposible o conjunto vacío  es siempre 0, es 


decir, P() = 0. En otras palabras, cuando se hace un experimento aleatorio 


siempre se obtiene algún resultado y, por tanto, la proporción de “no-resulta- 


dos” es 0. 


Ejemplo: en los ejemplos anteriores, P() = 0. 


3) La suma de las probabilidades de todos los posibles resultados del experi- 


mento aleatorio siempre vale 1. En otras palabras, la probabilidad del suceso 


seguro es siempre 1. 


Ejemplo: En el ejemplo de la moneda, P()  1  P(C)  P(X); en el ejemplo 


del dado, P()  1  P({1}) + P({2})  P({3})  P({4})  P({5})  P({6}). 


4) La probabilidad de que un suceso no ocurra es 1 menos la probabilidad de 


que sí ocurra, es decir: P(no A) = 1  P(A). 


Ejemplo: en el ejemplo de la moneda, P(C) = 0,5 = 1  P(no C ) = 1  P(X); en 


el ejemplo del dado, P(par) = 0,5 = 1  P(no par) = 1  P(impar); P() = 1  P(). 


5) Si dos sucesos A y B no tienen resultados comunes (son disjuntos), la pro- 


babilidad de que ocurra A  B es la suma de las probabilidades, es decir, si A y 


B son disjuntos, P(A  B) = P(A)  P(B). 
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Ejemplo: en el ejemplo de la moneda, P(C  X) = P(C) + P(X) = 1; en el ejemplo 


del dado, P({1, 2}) = P({1}) + P({2}) = 2/6 = 1/3; P(  ) = P() + P() = 1 + 0 = 1. 


6) En general, para cualesquiera dos sucesos A y B se cumplirá que P(A  B) = 


P(A) + P(B) – P(A  B), donde “A  B” es el conjunto de posibles resultados que 


satisfacen los sucesos A y B a la vez. Hay que tener en cuenta que cuando A y 


B son disjuntos (no tienen resultados en común), “A  B” =  y, por tanto, 


P(A  B) = P(A) + P(B) – P() = P(A) + P(B) – 0 = P(A) + P(B), que es la expre- 


sión vista en la propiedad anterior. 


Ejemplo: en el ejemplo del dado, P(par  mayor2) = P(par) + P(mayor2) – P(par 


 mayor2) = 3/6 + 4/6 – 2/6 = 5/6 (observar que “par  mayor2” = {4, 6}). 


CC-BY-SA • PID_00161058 
28 
Estadística descriptiva univariante 


5. Distribuciones de probabilidad discretas 


Al inicio de este módulo se definió el concepto de variable cuantitativa discre- 


ta como aquella variable cuantitativa que podía tomar un número finito o 


contable de valores distintos. Así, un ejemplo de variable discreta sería X = “re- 


sultado del lanzamiento de un dado”, ya que dicha variable sólo puede tomar 


seis posibles valores. 


Cada uno de los posibles valores de una variable discreta tendrá asociada una 


probabilidad de ocurrencia (p. ej., en el caso del dado, la probabilidad de ob- 


tener un 2 será de 1/6), por lo que parece natural estudiar cómo se distribu- 


yen o comportan dichas probabilidades. En concreto, se puede definir una 


“función de probabilidad”, f(x), que asocie a cada valor x de la variable dis- 


creta X su probabilidad de ocurrencia, P(x). Por ejemplo, en el caso de la va- 


riable anterior, asociada al experimento aleatorio “lanzamiento de un dado 


normal”, la correspondiente función de probabilidad sería: f(1) = P(X = 1) = 


1/6, f(2) = P(X = 2) = 1/6, f(3) = P(X = 3) = 1/6, f(4) = P(X = 4) = 1/6, f(5) = P(X 


= 5) = 1/6, f(6) = P(X = 6) = 1/6. 


La tabla 3 muestra la función de probabilidad y la función de distribución corres- 


pondientes a la variable X anterior pero usando un dado “trucado” que tiene dos 


valores 6 y ningún valor 2. Por su parte, la figura 18 muestra ambas funciones su- 


perpuestas en el mismo gráfico. Observando detenidamente la tabla 3 y la figura 


18 se pueden deducir las siguientes características propias de estas funciones: 


• 
Puesto que representan probabilidades, ambas funciones siempre toman 


valores en el intervalo [0, 1]. 


• 
La suma de todos los valores que toma la función de probabilidad siempre 


ha de ser 1 (ello se debe a las propiedades de la probabilidad). 


Observad 


Fijaos que si se usara un dado 
“trucado”, no todas las proba- 
bilidades de ocurrencia serían 
iguales y, por tanto, la función 
de probabilidad tomaría valo- 
res distintos para distintos va- 
lores posibles de la variable. 


Dada una variable aleatoria discreta X, resulta útil conocer la distribu- 


ción de probabilidad de dicha variable, es decir, cómo se distribuyen 


o comportan las probabilidades de ocurrencia de sus posibles valores. A 


tal efecto se definen las siguientes funciones: 


La función de probabilidad de X es aquella función f(x) que asigna a 


cada posible valor x de X su probabilidad de ocurrencia, es decir: f(x) = 


P(X = x) para todo valor posible x de X. 


La función de distribución de X es aquella función F(x) que asigna a 


cada posible valor x de X su probabilidad acumulada de ocurrencia, es 


decir F(x) = P( X  x) para todo valor posible x de X. 
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La función de distribución siempre es una función creciente que pasa de valor 


0 en su extremo izquierdo (F(0) = P(X  0) = 0) a valor 1 en su extremo derecho 


(F(6) = P(X 6) = 1). 


Tabla 3. Funciones de probabilidad y distribución para una variable discreta 


Figura 18. Funciones de probabilidad y distribución de una variable discreta 


Parámetros descriptivos de una distribución discreta 


Mientras que los estadísticos descriptivos y los gráficos o tablas de frecuen- 


cias se utilizan para analizar el comportamiento (distribución) de una 


muestra de observaciones empíricas, las distribuciones de probabilidad son 


modelos estadísticos que usan parámetros y funciones de distribución para 


describir el comportamiento teórico (distribución teórica) de toda una po- 


blación. De forma análoga a lo que ocurría con las muestras –que se carac- 


terizan por estadísticos descriptivos como la media o la varianza muestral–, 


las distribuciones de probabilidad asociadas a poblaciones también suelen 


caracterizarse por parámetros tales como la media o la varianza poblacio- 


nal. Ahora bien, puesto que en general no se dispondrá de observaciones 


sobre toda la población sino sólo de una función de distribución o de pro- 


babilidades, la forma de calcular dichos parámetros es algo distinta: 


Variable X 
Función de probabilidad 
f(x) = P(X = x) 


Función de distribución 
F(x) = P(X  x) 


1 
1/6 
1/6 


2 
0 
1/6 


3 
1/6 
2/6 


4 
1/6 
3/6 


5 
1/6 
4/6 


6 
2/6 
1 


Total 
1 


CC-BY-SA • PID_00161058 
30 
Estadística descriptiva univariante 


• 
Media o valor esperado de una variable discreta: la media o valor espe- 


rado de una variable discreta X que puede tomar los valores x1, x2, …, se 


representa con  o E[X] y se calcula de la siguiente forma: 


donde f(x) denota a la función de probabilidad de X. 


Ejemplo: el caso de un dado equilibrado, el valor esperado o media de 


X = “resultado del lanzamiento” sería  = 3; sin embargo, en el caso del 


dado “trucado” que se muestra en la tabla 3, la media o valor esperado es: 


• 
Varianza y desviación estándar de una variable discreta: la varianza de 


una variable discreta X que puede tomar los valores x1, x2, …, se representa 


con 2 y se calcula de la siguiente forma: 


donde f(x) denota a la función de probabilidad de X. De forma análoga a 


cómo ocurría con los estadísticos muestrales, la desviación estándar de una 


variable es la raíz cuadrada positiva de su varianza, es decir: 


Ejemplo: en el caso del dado “trucado” que se muestra en la tabla 3, la va- 


rianza es: 


Y la correspondiente desviación estándar: 


La distribución binomial 


Una de las distribuciones discretas más usadas en la práctica es la distribución bi- 


nomial. Esta distribución se usa para contestar a preguntas como las siguientes: 


• 
Si cada vez que un sistema informático es atacado por un virus la probabi- 


lidad de que el sistema no falle es de 0,76, ¿cuál es la probabilidad de que 


no se haya producido ningún fallo en el sistema tras cinco ataques? 


 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 
1 
2 
2 
... 
i 
i 


i 


E X 
x 
P X 
x 
x 
P X 
x 
x 
f x 


  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


1 
(1) 
2 
(2) 
3 
(3) 
4 
(4) 
5 
(5) 
6 
(6) 


1 
1 
1 
1 
2 
1 
2 0 
3 
4 
5 
6 
4,167 
6 
6 
6 
6 
6 


f 
f 
f 
f 
f 
f 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
 
 
  
 
 
 
 
  
 
 
2 
2 
2 
2 
1 
1 
2 
2 
... 
i 
i 


i 


x 
P X 
x 
x 
P X 
x 
x 
f x 


  
2 


 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 


  
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


2 
2 
2 
2 


2 
2 
2 


1 
1 
1 
4,167 
2 
4,167 
0 
3 
4,167 
6 
6 
1 
1 
2 
4 
4,167 
5 
4,167 
6 
4,167 
3,139 
6 
6 
6 


  
 
3,139 
1,772 
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• 
Si cada vez que se consulta una fuente de información la probabilidad de que 


ésta proporcione una respuesta satisfactoria es de 0,85, ¿cuál es la probabili- 


dad de que se obtenga alguna respuesta satisfactoria tras tres consultas? 


• 
Si tras la administración de un fármaco a un paciente en estado crítico la pro- 


babilidad de supervivencia de éste es de 0,99, ¿cuál es la probabilidad de que 


sobrevivan los catorce pacientes críticos que han recibido el tratamiento? 


• 
Si la probabilidad de obtener una concesión para un proyecto de investiga- 


ción es de 0,20, ¿cuál es la probabilidad de obtener al menos una concesión 


tras tres intentos? 


• 
Si cada vez que se trata de encuestar a un transeúnte elegido al azar la pro- 


babilidad de que responda es de 0,15, ¿cuál es la probabilidad de que se 


consigan obtener ochenta respuestas o más a partir de una muestra aleato- 


ria de ciento cincuenta transeúntes? 


Cabe observar que la variable X = “número de éxitos en n pruebas indepen- 


dientes” puede tomar cualquier valor k entre 0 y n (ambos inclusive). Se suele 


usar la notación X  B (n, p) para indicar que X se distribuye o se comporta 


según una distribución binomial de parámetros n (número de pruebas o repe- 


ticiones) y p (probabilidad de “éxito” en cada prueba). En tales condiciones, 


las probabilidades asociadas a dicha variable vienen dadas por la expresión 


matemática siguiente: 


Para cualquier k entre 0 y n, 
, donde 
, 


siendo 0! = 1! = 1 y n! = n · (n – 1) … 1 para todo n > 1. 


Se cumple, además, que la media (valor esperado) y la varianza de una distri- 


bución binomial son, respectivamente:  = n · p y 2 = n · p · (1  p). 


Ejemplo: la probabilidad de que al introducir datos en un formulario web se 


cometa un error es de 0,1. Si diez personas rellenan el formulario de forma 


independiente, ¿cuál es la probabilidad de que no haya más de un formula- 


rio erróneo?, ¿cuál es el valor esperado y la desviación estándar de la variable 


considerada? 


Distribución de Poisson 
y la uniforme discreta 


Otras distribuciones discretas 
muy habituales son la distribu- 
ción de Poisson y la uniforme 
discreta. Es posible encontrar 
en Internet abundante docu- 
mentación sobre éstas y otras 
distribuciones discretas así 
como sobre sus ámbitos de 
aplicación. 


Resultado “éxito” 


No debe confundirse el resulta- 
do “éxito” de un experimento 
aleatorio con el hecho de que 
el resultado sea deseable desde 
un punto de vista social o sub- 
jetivo. Así, por ejemplo, se po- 
dría considerar “éxito” del 
experimento aleatorio el fallo 
del sistema informático que su- 
fre el ataque de un virus. 


La distribución binomial es un modelo estadístico que permite calcu- 


lar probabilidades sobre la variable aleatoria X = “número de éxitos con- 


seguidos en n pruebas independientes”. Cada una de estas n pruebas es 


una repetición de un experimento aleatorio cuyo resultado es binario 


(éxito o fracaso), siendo p la probabilidad de “éxito” en cada prueba y 


q = 1 – p la probabilidad de “fracaso”. 


Observad 


La expresión “n!” se lee como 
“factorial de n” o “n factorial”. 
Así, por ejemplo, 4! = 4 · 3 · 2 · 1 
y 6! = 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1. Sin em- 
bargo, 1! = 1 y 0! = 1. 
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Fijémonos en que, en este caso, X = “número de formularios erróneos en diez 


pruebas” y X  B (10, 0,1). Además, se pide P(X  1) = P(X = 0  X = 1) = P(X = 0) 


+ P(X = 1) (puesto que son sucesos disjuntos). Ahora bien: 


Por tanto, P(X  1) = 0,3874 + 0,3487 = 0,7361. Finalmente,  = 10 · 0,1 = 1 y 


. 


En la práctica, los cálculos probabilísticos anteriores se suelen automatizar con 


la ayuda de algún programa estadístico o de análisis de datos. La figura 19 


muestra cómo se pueden calcular probabilidades de una binomial con ayuda 


de Minitab. La figura 20, por su parte, muestra cómo obtenerlas usando Excel. 


Figura 19. Cálculo de probabilidades en una binomial con Minitab y Excel 


Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Calc > Probabi- 
lity Distributions > Binomial (1) 
y se completan los parámetros 
en la ventana correspondiente 
(2). El resultado se muestra en 
(3). Observar que, si en lugar 
de escoger la opción Cumulati- 
ve probability en (2) se hubiera 
escogido la opción Probability, 
el programa hubiera calculado 
P(X = 1) en lugar de P(X <= 1). 
Finalmente, para una probabi- 
lidad p dada, la opción Inverse 
cumulative probability devuelve 
aquel valor c de la variable X tal 
que P(X <= c) = p. 
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La figura 20 se muestra la función de probabilidad asociada a la binomial del 


ejemplo anterior. Se observa que, aunque en teoría los posibles valores de la 


variable X irían desde 0 hasta 10 (número de pruebas), en la práctica los valo- 


res mayores de 4 tienen probabilidad de suceso prácticamente nula (por ejem- 


plo, es muy poco frecuente que se obtengan valores superiores a 4). En efecto, 


P(X > 4)  1 – P(X < 4)  {usando Minitab o Excel}  1 – 0,9984  0,0016. 


Figura 20. Función de probabilidad de una B (10, 0,1) 


Las probabilidades anteriores se pueden obtener también mediante el uso de 


tablas estadísticas (sin necesidad de usar ningún software). Así, siguiendo el 


ejemplo anterior, la figura 21 muestra cómo calcular P(X  1) usando la tabla 


binomial. En este caso, X es una B(10, 0,1) y se quiere hallar P(X  k) siendo 


k  1. Para ello, se busca la sección de la tabla correspondiente a n  10, y la 


intersección entre la fila k  1 y la columna p  0,1. 


Cálculo de probabilidades 


Resulta fácil encontrar en In- 
ternet abundantes documen- 
tos que explican con todo 
detalle el uso de tablas para 
calcular probabilidades. En la 
medida de lo posible, sin em- 
bargo, conviene automatizar 
los cálculos mediante el uso 
de software. 
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Figura 21. Cálculo de probabilidades binomiales mediante tablas 
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6. Distribuciones de probabilidad continuas 


Al inicio de este módulo se definió el concepto de variable cuantitativa conti- 


nua como aquella variable cuantitativa que podía tomar un número infinito 


(no contable) de valores distintos. Así, un ejemplo de variable continua sería 


X = “tiempo que se tarda en desarrollar un portal web”, ya que esta variable 


puede tomar un valor real cualquiera entre 0 e infinito. 


A diferencia de lo que ocurría con las variables discretas, cuando se trabaja con 


variables continuas no es posible definir una función de probabilidad que 


asigne probabilidades a los distintos valores de la variable: si X es una variable 


continua, X puede tomar un número infinito (no contable) de valores, por lo 


que la probabilidad teórica de que la variable X tome un valor concreto x es 


siempre 0, es decir: P(X = x) = 0 para cualquier valor x de X. Sí es posible, sin 


embargo, asignar probabilidades a intervalos de valores. Por ejemplo, si el 51% 


de los portales web tardan en desarrollarse entre 240 y 258 horas, entonces 


P(240 < X < 258) = 0,51. Para describir la distribución de probabilidad de una 


variable continua se sigue usando la función de distribución (aunque con al- 


gún matiz nuevo) y, además, se usa también la llamada “función de densidad” 


en lugar de la función de probabilidad típica de variables discretas: 


La figura 22 muestra la función de densidad de una variable con distribución 


simétrica y centrada en el valor 250 (puesto que la función es totalmente si- 


métrica la media y la mediana coinciden en este punto). Se observa también 


el área encerrada bajo función de densidad entre los valores a = 240 y b = 258. 


Esta área corresponde con la probabilidad siguiente: P(240 < X < 258). Por su 


parte, la figura 23 muestra la función de distribución asociada a la misma va- 


riable. Nuevamente se aprecia la simetría con respecto al valor central, así 


como el hecho de que la función de distribución va creciendo conforme va 


acumulando probabilidades, pasando del valor 0 en su extremo izquierdo al 


valor 1 en su extremo derecho. A partir de esta gráfica se pueden estimar vi- 


sualmente probabilidades acumuladas, por ejemplo: P(X <= 260) será un valor 


muy cercano a 0,8. 


Nota 


En variables continuas, puesto 
que P(X = x) = 0 para cualquier 
valor x de X, se cumplirá que: 
a) P(X x) = P(X < x) 
b) P(X  x) = P(X > x) 


Nota 


La función de densidad f(x) 
siempre es positiva y “encie- 
rra” un área total de 1. 


Atención 


Observar la equivalencia entre 
los conceptos de “probabili- 
dad” y “área”. 


La función de densidad de una variable continua X es una función f(x) 


tal que la probabilidad de que X tome un valor en un intervalo (a, b) coin- 


cide con el área “encerrada” por dicha función entre los extremos de dicho 


intervalo (figura 22), es decir: P(a < X < b) = área bajo f(x) entre a y b. 


La función de distribución de X es aquella función F(x) que asigna a 


cada posible valor x de X su probabilidad acumulada de ocurrencia (fi- 


gura 23), es decir, F(x) = P( X  x) = área bajo f(x) desde – (menos infi- 


nito) hasta x. 
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Figura 22. Función de densidad de una variable continua y área encerrada 


Figura 23. Función de distribución de una variable continua 


Parámetros descriptivos de una distribución continua 


En el caso de distribuciones continuas, la forma de calcular los parámetros es 


similar a la empleada para distribuciones discretas, si bien ahora los sumato- 


rios se sustituyen por áreas (integrales definidas en términos matemáticos) en- 


tre dos extremos: 


• 
Media o valor esperado de una variable continua: la media o valor espe- 


rado de una variable continua X se representa por  o E[X] y se calcula de 


la siguiente forma: 


 = E[X] = área total bajo “x · f (x)” = 


donde f(x) denota a la función de densidad de X. 


Función de distribución 


La función de distribución es 
una función acumulativa de 
probabilidades y, por tanto, es 
siempre creciente, pasando de 
0 (extremo izquierdo) a 1 (ex- 
tremo derecho). 


Atención 


Aunque en la práctica se hará 
uso de programas estadísticos 
para hacer los cálculos, es im- 
portante conocer qué concep- 
tos se usan para definir cada 
tipo de parámetro. 


 


 
 
 
( ) 
x f x dx 
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• 
Varianza y desviación estándar de una variable continua: la varianza 


de una variable continua X se representa por 2 y se calcula de la si- 


guiente forma: 


2 = área total bajo “(x – )2 · f (x)” = 


donde f(x) denota a la función de densidad de X. Como siempre, la des- 


viación estándar de una variable es la raíz cuadrada positiva de su va- 


rianza, es decir: 


La distribución normal o gaussiana 


La distribución normal o gaussiana es la distribución teórica más importante. 


Muchas variables continuas siguen una distribución normal o aproximada- 


mente normal. Otras variables continuas y discretas también pueden, en de- 


terminadas circunstancias, ser aproximadas mediante una distribución 


normal. La normal, además, es una distribución clave en la estadística inferen- 


cial ya que algunas de sus propiedades se utilizan para obtener información 


sobre toda la población a partir de información sobre una muestra. 


La forma concreta de una distribución normal viene caracterizada por dos pa- 


rámetros: la media, , que define dónde se sitúa el centro de la función de den- 


sidad, y la desviación estándar, , que define la amplitud de la función de 


densidad. Cuando una variable continua X sigue una distribución normal, se 


suele representar por X  N (, ). 


Las figuras 22 y 23 muestran, respectivamente, la función de densidad y la 


función de distribución de una normal con media  = 250 y desviación están- 


dar  = 13. La figura 24 muestra las funciones de densidad para dos distribu- 


ciones de tipo normal con parámetros { = 5,  = 3} y { = 10,  = 5} 


respectivamente. Se observa que la función de densidad de la normal tiene for- 


ma de “campana de Gauss”, elevada en el centro (el valor medio o esperado) 


y con dos colas simétricas en los extremos. Es de destacar, además, cómo cada 


una de las curvas está centrada en su media, así como el hecho de que la curva 


es más ancha cuanto mayor es la desviación estándar. 


 
 
  
 


 
  
 
 


2 
x 
f x dx 


  
2 
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Figura 24. Funciones de densidad asociadas a sendas normales 


Como en cualquier otra función de densidad, el área total encerrada bajo 


la curva es de 1. En la práctica eso significa que para cualquier valor x de X, 


P(X > x) = 1 – P(X < x), es decir, el área a la derecha de un valor es el área 


total (que vale 1) menos el área a su izquierda y viceversa (figura 25). Ade- 


más, puesto que la normal es una distribución simétrica con respecto a su 


media, el área “encerrada” por una cola es igual al área “encerrada” por la 


cola opuesta (figura 26). 


Figura 25. El área total de una función de densidad es 1 
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Cualquier distribución normal cumple además la llamada regla 68-95-99,7 


según la cual el intervalo (–,) contiene aproximadamente el 68% de 


las observaciones, el intervalo (–2,2) contiene aproximadamente el 


95% de las observaciones y el intervalo (–3,3) contiene aproximada- 


mente el 99,7% de las observaciones. Así, por ejemplo, si X  N (250,13) se 


puede afirmar que un 68% de las observaciones de X estarán en el intervalo 


(237, 263), un 95% de las observaciones estarán en el intervalo (224, 276) y 


un 99,7% de las observaciones estarán en el intervalo (211, 289). Observad, 


por tanto, que será altamente improbable encontrar valores de X fuera de este 


último intervalo. 


Figura 26. Dos colas simétricas “encierran” la misma área 


De entre las infinitas distribuciones normales que se pueden considerar va- 


riando los parámetros  y  conviene citar la llamada normal estándar, que 


tiene por parámetros  = 0 y  = 1. En otras palabras, una variable continua Z 


se distribuirá según una normal estándar, Z  N (0,1), si su función de densi- 


dad es la de una normal centrada en el origen y con desviación estándar uni- 


taria. Esta distribución normal estándar se suele usar bastante en estadística 


inferencial y también cuando se desean calcular probabilidades de una normal 


cualquiera mediante el uso de tablas de probabilidades ya calculadas. 


En efecto, dada una variable normal cualquiera, X  N (, ), es posible apli- 


carle un proceso de estandarización para obtener una normal estándar Z. 


Esto se consigue restando a la variable X su media  (con lo que la función 


de densidad se desplaza a lo largo del eje x hasta que queda centrada en el 


origen) y dividiendo el resultado por su desviación estándar  (con lo que 


la nueva variable tendrá una desviación estándar unitaria), es decir: 


. Este proceso de estandarización permite, entre otras co- 


sas, calcular probabilidades para una normal cualquiera a partir de las ta- 


blas de probabilidades precalculadas que existen para la distribución 


 
 
  
 
 
~ 
0,1 
X 
Z 
N 
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normal estándar, lo que evita el tener que resolver integrales cada vez que 


se desea obtener una nueva probabilidad. Supongamos, por ejemplo, que 


X sigue una N(1.500, 100) y se desea obtener P(X  1.400) mediante el uso 


de tablas. El primer paso consiste en estandarizar los valores: 


En otras palabras, se desea calcular el área a la izquierda del valor 1 en una 


normal tipificada o estándar. Normalmente, la tabla de la normal estándar, Z, 


ofrece áreas (probabilidades) a la izquierda de valores positivos, por lo que re- 


sultará necesario hacer una pequeña transformación teniendo en cuenta que: 


(a) por simetría de la normal estándar, el área (probabilidad) a la izquierda de 


un valor negativo k es igual al área (probabilidad) a la derecha del correspon- 


diente valor positivo, k (p. ej., P(Z  1)  P(Z  1)), y (b) el área (probabilidad) 


total encerrada bajo la curva es 1 (p. ej., el área a la izquierda de un valor más 


el área a su derecha suma 1, por ejemplo: P(Z  1)  P(Z  1)  1). Teniendo en 


cuenta lo anterior, se deduce que P(Z <  1)  P(Z > 1)  1  P(Z  1) = {ver tabla 


figura 27}  1  0,8413  0,1587. 


Figura 27. Cálculo de probabilidades en una normal mediante tablas 


Por otra parte, también es posible automatizar el cálculo de probabilidades de 


una normal cualquiera mediante el uso de programas estadísticos, con lo que 


se elimina así la necesidad de resolver manualmente las integrales indefinidas 


o de tener que usar tablas de probabilidades precalculadas. La figura 28 mues- 


tra cómo obtener probabilidades de una normal con Minitab. En concreto, 


para una normal con media  = 1.500 y desviación estándar  = 100, se obtiene 


que P(X < 1.400) = 0,158655. Asimismo, la figura 28 muestra cómo se han ob- 


tenido con Minitab y Excel algunas probabilidades para la misma variable. Es 


preciso observar que P(X < 1.500) = 0,5, lo cual es lógico puesto que 1.500 es 


la media y, a la vez, la mediana de la distribución normal. 
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Nota 


Notar que para hallar P(Z < 
1,00) usando la tabla se ha de 
buscar el valor intersección en- 
tre la fila 1,0 y la columna 0,00 
(dado que 1,00 = 1,0 + 0,00). 
Si se pidiese P(Z < 1,24), en- 
tonces habría que buscar la in- 
tersección entre la fila 1,2 y la 
columna 0,04 (dado que 1,24 
= 1,2 + 0,04), con lo que se ob- 
tendría el valor 0,8925. 
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Figura 28. Cálculo de probabilidades en una normal con Minitab y Excel 


Ejemplos de aplicación de una normal 


• 
Según un estudio realizado por el Ministerio de Educación, el número de 


horas anuales que dedican los niños españoles a ver la televisión es una va- 


riable aleatoria que sigue una distribución normal de media 1.500 horas y 


desviación estándar de 100 horas. ¿Qué porcentaje de niños dedican entre 


1.400 y 1.600 horas anuales? 


En este caso, X  N (1.500,100) y se pide P(1.400 < X < 1.600). Por la regla 


68-95-99,7, se tiene que la probabilidad anterior será, aproximadamente, del 


68% (ya que  –  = 1.400 y  +  = 1.600). Para calcular de forma más exacta 


dicha probabilidad, conviene notar que P(1.400 < X < 1.600) = P(X < 1.600) 


– P(X < 1.400), es decir: el área entre 1.400 y 1.600 coincide con el área a la 


izquierda de 1.600 menos el área a la izquierda de 1.400. Las probabilidades 


anteriores se pueden calcular usando cualquier programa estadístico (p. ej.: 


Minitab o Excel), y resultan: P(X < 1.600) = 0,8413 y P(X < 1.400) = 0,1587, 


por lo que la probabilidad buscada es de 0,6827, es decir, un 68,27% de los 


niños dedican entre 1.400 y 1.600 horas anuales a ver la televisión. 


Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Calc > Probabi- 
lity Distributions > Normal (1) y 
se completan los parámetros en 
la ventana correspondiente (2). 
El resultado se muestra en (3). 
Observar que, si en lugar de es- 
coger la opción Cumulative pro- 
bability en (2) se hubiera 
escogido la opción Probability 
density, el programa hubiera 
calculado el valor de la función 
de densidad en x = 1.400 en lu- 
gar de P(X < 1.400). Finalmen- 
te, para una probabilidad p 
dada, la opción Inverse cumula- 
tive probability devuelve aquel 
valor c de la variable X tal que 
P(X < c) = p. 


CC-BY-SA • PID_00161058 
42 
Estadística descriptiva univariante 


• 
En base a los datos del Instituto Nacional de Estadística (INE), el sueldo me- 


dio anual de un trabajador es de 26.362 euros. Suponiendo que dichos suel- 


dos sigan una distribución normal con una desviación estándar de 6.500 


euros, ¿cuál será el porcentaje de trabajadores que superen los 40.000 euros? 


En este caso, X  N (26.362,6.500) y se pide P(X > 40.000). Observar que, 


puesto que el área total bajo la curva normal es 1, P(X > 40.000) = 1 – P(X 


< 40.000) = {Minitab o Excel} = 1 – 0,9821 = 0,0179, es decir, sólo un 1,8% 


de los trabajadores superarían la cifra de los 40.000 euros anuales. 


• 
El tiempo que se emplea en rellenar un cuestionario en línea sigue una dis- 


tribución aproximadamente normal con una media de 3,7 minutos y una 


desviación estándar de 1,4 minutos. ¿Cuál es la probabilidad de que se tar- 


de menos de 2 minutos en responder a dicho cuestionario? ¿Y de que se 


tarde más de 6 minutos? Hallad el valor c tal que P(X < c) = 0,75 (percentil 


75 de la variable). 


En este caso, X  N (3,7, 1,4). En primer lugar, P(X < 2) = {Minitab o Excel} 


= 0,1131, es decir: un 11,31% de los individuos que respondan el cuestio- 


nario emplearan menos de 2 minutos en hacerlo. Por otra parte, P(X > 6) = 


1 – P(X < 6) = {Minitab o Excel} = 0,0505, es decir, un 5% de los individuos 


tardarán más de 6 minutos en responder el cuestionario. Finalmente, para 


hallar el valor c tal que P(X < c) = 0,75 se debe usar la opción Inverse cumu- 


lative probability de Minitab (o su equivalente en Excel), con lo que se ob- 


tiene un valor aproximado de 4,64 minutos, es decir el 75% de los 


individuos tardan menos de 4,64 minutos en completar el cuestionario (o, 


dicho de otro modo, el 25% tardan más de 4,64 minutos en hacerlo). 


Las distribuciones t-Student y F-Snedecor 


Además de la normal, hay muchas otras distribuciones de probabilidad conti- 


nuas que se suelen usar en estadística inferencial. Una de ellas es la llamada 


distribución t-Student, y otra es la llamada F-Snedecor. Ambas se presentan a 


continuación: 


La distribución t-Student es una distribución simétrica y centrada en el origen 


(es decir, su media y su mediana son 0). Esta distribución se caracteriza por un 


parámetro llamado grados de libertad o df (degrees of freedom), siendo df  2. 


En la práctica, df = n  1, donde n es el tamaño de la muestra que se esté ana- 


lizando. La figura 29 muestra diversas funciones de densidad de las t-Student, 


cada una de ellas asociadas a un valor concreto del parámetro df. Se observa 


cómo la t-Student se asemeja cada vez más a una normal estándar conforme 


se va incrementando el parámetro grados de libertad. 


Grados de libertad 


En estadística, el concepto de grados de libertad asociados a un conjunto de datos se puede 
interpretar como el número mínimo de valores que se necesitaría conocer para determinar 
dichos datos. Así, por ejemplo, en el caso de un muestra aleatoria de tamaño N, habría N gra- 
dos de libertad (no se puede determinar el valor de ninguno de los datos incluso aunque se 
conociese el valor de los N 1 restantes). Sin embargo, un conjunto de N datos de los cuales 
se conozcan N 1, la media muestral tendría N 1 grados de libertad (fijados los valores de 
los N 1 datos y de la media, quedaría ya fijado el valor desconocido restante). Así, si tenemos 
un conjunto de 3 observaciones de la variable X, x1  2, x22 y x  a (desconocido), y sa- 
bemos que la media de los tres valores es 0, necesariamente a  0. 
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Figura 29. Funciones de densidad de t-Student según df 


Por su parte, la distribución F-Snedecor es otra distribución continua. La 


F-Snedecor siempre toma valores no negativos (es decir, una variable que siga 


dicha distribución sólo puede tomar valores iguales o mayores a 0, nunca va- 


lores negativos). Además, esta distribución no es simétrica, sino que está ses- 


gada a la derecha (figura 30). Así como la normal venía caracterizada por dos 


parámetros,  (media) y  (desviación estándar), la F-Snedecor también se ca- 


racteriza por dos parámetros: los grados de libertad del numerador, df 1 y los 


grados de libertad del denominador, df 2. Al igual que ocurría con la t-Stu- 


dent, para cada valor de estos parámetros se obtiene una función de densidad 


distinta y, por tanto, una distribución F-Snedecor distinta. 


Figura 30. Funciones de densidad de t-Student según df 1 y df 2 
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Para calcular probabilidades asociadas a una t-Student o a una F-Snedecor, 


pueden usarse programas estadísticos o de análisis de datos (Minitab, Excel, 


etc.) de forma análoga a como se hacía en el caso de la normal. Así, por ejem- 


plo, si X es una variable aleatoria que sigue una distribución t-Student con diez 


grados de libertad, P(1,74 < X < 1,74) = P(X < 1,74) – P(X < 1,74)  {Minitab 


o Excel}  0,9438 – 0,0562  0,8876 (figura 31). 


Figura 31. Probabilidades en una t-Student 


Finalmente, si X es una variable aleatoria que sigue una distribución F-Snede- 


cor con nueve grados de libertad en el numerador y siete grados de libertad en 


el denominador, entonces P(X > 2,5) = 1 – P(X < 2,5) = {Minitab o Excel} = 1 – 


0,8797 = 0,1203 (figura 32). 


Figura 32. Probabilidades en una F-Snedecor 


Nota 


Notar que P(1,74  X  1,74) 
viene representada por el área 
marcada en la figura 31 
(esto es, el área comprendida 
entre los valores 1,74 y 1,74). 
Para calcular dicha área, se cal- 
cula P(X  1,74) (p. ej., el área 
a la izquierda del 1,74) y 
al valor obtenido se le resta 
P(X 1,74) (p. ej., el área 
a la izquierda del -1,74). Para 
calcular P(X  1,74) con Mini- 
tab se usa el menú Calc  
Probability Distributions  t…, 
especificando los grados de li- 
bertad (10 en este ejemplo) 
y el valor de la constante (1,74 
en este caso). Análogamente 
se obtendría el valor de 
P(X  1,74). 


Nota 


De forma análoga a como 
ocurría en el caso de las distri- 
buciones binomial y normal, 
también existen tablas que 
permiten calcular, sin necesi- 
dad de utilizar software 
como Minitab o Excel, las pro- 
babilidades asociadas a una 
distribución t-Student o 
F-Snedecor (ver, p. ej., 
http://www.statsoft.com/ 
textbook/distribution-tables). 
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Resumen 


En este módulo se han presentado las técnicas básicas de la estadística descrip- 


tiva univariante: representación gráfica de datos discretos y continuos, orga- 


nización de los datos mediante tablas de frecuencias y uso de estadísticos 


descriptivos para resumir datos. Conviene recordar que el tipo de gráfico, tabla 


o estadístico a usar dependerá siempre del tipo de variable considerada (cate- 


górica, cuantitativa discreta o cuantitativa continua), así como del tipo de in- 


formación que se desee obtener. 


Además, se ha explicado también el concepto de probabilidad de un suceso, 


que desempeña una función relevante en el análisis y predicción del compor- 


tamiento de las variables aleatorias asociadas a fenómenos cotidianos. 


Finalmente, se han presentado algunos de los principales modelos matemáticos 


que se usan para describir, de forma teórica, el comportamiento de variables 


aleatorias: la distribución binomial, la normal, la t-Student y la F-Snedecor son 


algunos ejemplos de dichos modelos. El cálculo de probabilidades asociadas a va- 


riables que se comportan según alguno de estos modelos permite entender mejor 


su comportamiento y realizar estimaciones sobre la población de individuos de la 


que provienen los datos. 
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Ejercicios de autoevaluación 


1) La tabla siguiente resume las respuestas ofrecidas por doscientos usuarios de un portal web 
a la pregunta “el nivel de usabilidad del portal es adecuado”: 


Se pide que hagáis lo siguiente: 
a) Construir un diagrama de barras que permita visualizar las respuestas obtenidas. 
b) Calcular la frecuencia relativa de aparición de cada respuesta y construir un diagrama cir- 
cular para ilustrar dichos valores. 


2) La tabla siguiente contiene cuarenta observaciones para el tiempo transcurrido (en horas) 
entre el envío de un mensaje a un foro en línea y su correspondiente respuesta. 


A partir de estos datos, debéis hacer lo siguiente: 
a) Construir un diagrama de tallos y hojas. Usad 1,0 como unidad de incremento. 
b) Construir un histograma. 
c) ¿Se observa en los datos algún patrón claro? ¿Cuál es la moda de la distribución de los da- 
tos? 


3) La tabla siguiente muestra veinte observaciones de la variable aleatoria “número de co- 
rreos electrónicos recibidos en un día”. 


Se pide que hagáis lo siguiente: 
a) Hallar los estadísticos descriptivos de esta muestra. ¿Cuánto vale el rango intercuartílico? 
¿Entre qué dos valores están comprendidos el 50% de los datos centrales de la muestra? 
b) Construir un diagrama de cajas y bigotes (boxplot). ¿Hay algún valor anómalo (outlier) en- 
tre las observaciones? 


4) Cuando se efectúa un control antidopaje a un atleta que no ha tomado sustancia alguna, 
la probabilidad de que el test dé un falso positivo es de 0,006. Si durante una competición se 
efectúa el test a un total de 1.000 atletas que están libres de sustancias, ¿cuál será el número 
esperado (promedio) de falsos positivos?, ¿cuál es la probabilidad de que el número de falsos 
positivos sea superior a quince?, ¿qué cabría pensar si aparecen más de quince positivos? 


5) De acuerdo con el Instituto Nacional de Estadística, el 9,96% de los adultos residentes en 
España son extranjeros. Con el fin de realizar una encuesta, se pretende contactar con una 
muestra aleatoria de mil doscientos adultos residentes en España. ¿Cuál será el número espe- 


Respuesta 
Frecuencia 


Totalmente de acuerdo 
50 


De acuerdo 
75 


Ligeramente de acuerdo 
25 


Ligeramente en desacuerdo 
15 


En desacuerdo 
15 


Totalmente en desacuerdo 
20 


4,0 
3,5 
3,1 
6,0 
5,6 
3,1 
2,9 
3,8 


4,3 
3,8 
4,5 
3,5 
4,5 
6,1 
2,8 
5,0 


5,4 
3,8 
6,8 
4,9 
3,6 
3,6 
3,8 
3,7 


4,1 
2,0 
3,7 
5,7 
7,8 
4,6 
4,8 
2,8 


5,0 
5,2 
4,0 
5,4 
4,6 
3,8 
4,0 
2,9 


3,9 
3,4 
5,1 
2,7 
4,4 


7,0 
5,6 
2,6 
4,8 
5,6 


7,0 
4,8 
5,0 
6,8 
4,8 


3,7 
5,8 
3,6 
4,0 
5,6 
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rado (promedio) de extranjeros que contendrá dicha muestra?, ¿cuál es la probabilidad de 
que la muestra contenga menos de cien extranjeros? 


6) El tiempo de duración de un embarazo es una variable aleatoria que se distribuye de forma 
aproximadamente normal con una media de doscientos sesenta y seis días y una desviación 
estándar de dieciséis días. ¿Qué porcentaje de embarazos duran menos de doscientos cuaren- 
ta días (unos ocho meses)?, ¿qué porcentaje de embarazos duran entre doscientos cuarenta 
y doscientos setenta días (entre unos ocho y nueve meses)?, ¿a partir de cuántos días se sitúan 
el 20% de los embarazos más largos? 
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Solucionario 


1) 


a) 


b) 


Respuesta 
Frecuencia 
Frec. relativa 


Totalmente de acuerdo 
50 
25,0% 


De acuerdo 
75 
37,5% 


Ligeramente de acuerdo 
25 
12,5% 


Ligeramente en desacuerdo 
15 
7,5% 


En desacuerdo 
15 
7,5% 


Totalmente en desacuerdo 
20 
10,0% 


Totales 
200 
100% 
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2) 


a) 


b) 


c) Aunque no parece haber ningún patrón claro en los datos, sí se aprecia –tanto en el histo- 
grama como en el gráfico de tallos y hojas– una cierta forma de campana, con la parte central 
más elevada y unos extremos o colas más bajas. La moda de este conjunto de datos es 3,8 ya 
que, como se aprecia en el diagrama de tallos y hojas, es el valor que más aparece. 


3) 


a) 


El rango intercuartílico es Q3 – Q1 = 5,60 – 3,75 = 1,85. Entre Q1 = 3,75 y Q3 = 5,60 están 
comprendidos el 50% de los datos centrales. 
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b) 


No se observa, en este caso, ningún valor anómalo (outlier), ya que el gráfico no muestra nin- 
gún símbolo “*”. 


4) En este caso, puesto que el resultado de cada test puede ser “positivo” (con probabilidad 0,006) 
o “no positivo” (con probabilidad 1 – 0,006 = 0,994), la variable aleatoria X = “número de falsos 
positivos en 1.000 pruebas a atletas limpios” sigue una distribución binomial de paráme- 
tros n = 1.000 y p = 0,006. En el caso de la binomial, la media o valor esperado es  = n · p = 6, es 
decir, cabe esperar que al aplicar el test a 1.000 atletas “limpios” haya seis falsos positivos. 


Por otra parte, P(X > 15) = 1 – P(X <= 15) = {Minitab o Excel} = 1 – 0,9995 = 0,0005. Por tanto, si 
aparecen más de quince positivos cabría pensar que muy probablemente no todos ellos sean fal- 
sos. 


5) En este caso, la variable aleatoria X = “número de extranjeros en la muestra” sigue una 
distribución binomial de parámetros n = 1.200 y p = 0,0996. Por tanto, el valor esperado de 
extranjeros en la muestra es  = n · p = 119,52, es decir el promedio de extranjeros para las 
muestras de esas características es de, aproximadamente, 120. 


Por otro lado, P(X < 100) = P(X <= 99) = {Minitab o Excel} = 0,0245, es decir, es muy poco 
probable que una muestra contenga menos de 100 extranjeros si ésta es realmente aleatoria. 


6) Se considera la variable aleatoria X = “días que dura un embarazo”. Cabe tener en cuenta 
que X  N (266,16). 


P(X < 240) = {Minitab o Excel} = 0,0521, es decir, el 5,2% de los embarazos duran menos de 
ocho meses. 


P(240 < X < 270) = P(X < 270) – P(X < 240) = {Minitab o Excel} = 0,5987 – 0,0521 = 0,5466, 
es decir, el 55% de los embarazos duran entre ocho y nueve meses. 


Finalmente, se pide el valor c tal que P(X > c) = 0,20, es decir: P(X < c) = 1 – P(X > c) = 0,80  
c = {Minitab o Excel} = 279,47, es decir, el 20% de los embarazos supera los doscientos setenta 
y nueve días. 
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Introducción 


El objetivo de la inferencia estadística es obtener información acerca de una 


población, partiendo de la información que contiene la muestra. La selección 


de la muestra debe garantizar su representatividad, lo que se consigue eligién- 


dola al azar mediante diferentes procedimientos de muestreo que se estudian 


en el módulo 5. 


Una vez seleccionada una muestra, se dispone de un conjunto de valores, en 


cuyo caso los métodos descriptivos estudiados en el módulo 1 facilitan el análisis 


de estos valores muestrales. El problema que ahora se aborda es la extensión 


de estos resultados al conjunto de la población o, en otras palabras, dar res- 


puesta al siguiente interrogante: Dada cierta información muestral ¿qué pode- 


mos afirmar de la población? 


La solución de este problema será el objetivo de la inferencia estadística. 


Hasta ahora se había supuesto que los valores de los parámetros de las distri- 


buciones de probabilidad eran conocidos. Pero esto casi nunca ocurre, de ma- 


nera que tenemos que usar los datos muestrales para estimarlos. Los 


estimadores proveen valores a esos parámetros. 


Cuando las inferencias que se realizan se refieren a características poblaciona- 


les concretas, es necesaria una etapa de diseño de estimadores. En este módulo 


se presentan los conceptos básicos para la estimación de la proporción, de la 


media y de la varianza de la población respectivamente. 


Un enfoque alternativo es indicar un rango de valores, entre los cuales tiene 


que estar el parámetro con una determinada precisión: esta es la idea de un 


intervalo de confianza. 


A continuación se plantea en este módulo el problema del contraste de hi- 


pótesis, desarrollando métodos que permiten contrastar la validez de una 


conjetura o de una afirmación utilizando datos muestrales. El proceso co- 


mienza cuando un investigador formula una hipótesis sobre la naturaleza de 


una población. La formulación de esta hipótesis implica claramente la elec- 


ción entre dos opciones; a continuación, el investigador selecciona una op- 


ción basándose en los resultados de un estadístico calculado a partir de una 


muestra aleatoria de datos. 
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Objetivos 


Los objetivos académicos del presente módulo se describen a continuación: 


1. Explorar las distribuciones de la media, de la proporción y de la varianza mues- 


tral. 


2. Aplicar el Teorema central del límite. 


3. Crear intervalos de confianza. 


4. Usar la distribución t en una prueba de hipótesis. 


5. Utilizar la distribución chi-cuadrado ( 
) en una prueba de hipótesis. 
2 
 
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1. Distribuciones muestrales y Teorema central 
del límite 


Una muestra aleatoria permite hacer inferencia sobre ciertas características de la 


distribución de la población. Esta inferencia estará basada en algún estadístico, 


es decir, alguna función particular de la información muestral. La distribución 


muestral de este estadístico es la distribución de probabilidades de los valores 


que puede tomar el estadístico a lo largo de todas las posibles muestras con el 


mismo número de observaciones, que pueden ser extraídas de la población. 


Por ejemplo, en la distribución normal, los dos parámetros son la media de la 


población y la desviación estándar poblacional . Se puede estimar el valor 


calculando el promedio muestral o media muestral, 
, y el valor de  median- 


te el cálculo de la desviación típica muestral, s. En este caso la media muestral, 


y la desviación típica muestral, s, son los estadísticos. En el caso de la distri- 


bución binomial, los parámetros son n y p. Para estimar el parámetro propor- 


ción poblacional, p, se utiliza el estadístico proporción muestral, . 


El estudio de las distribuciones muestrales se puede ilustrar mediante la crea- 


ción con Minitab de 100 muestras de datos aleatorios normales con media 80 


y desviación típica 5, con 9 observaciones de cada muestra (figura 1). A partir 


de datos aleatorios se crea una columna de datos que contenga el promedio de 


cada muestra o media muestral. 


Figura 1. Pasos a seguir para estudiar una distribución muestral 


x 


x 


p 


Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Calc > Random 
Data > Normal: (1). Se rellenan 
los campos en la ventana co- 
rrespondiente: (2). 
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Se ha generado así una matriz de nueve columnas y cien filas (figura 2). Cada 


componente de esta matriz es una observación aleatoria proveniente de 


una distribución normal de media 80 y desviación estándar 5. 


Figura 2. Resultado de una matriz 


Se considera que cada una de las filas obtenidas es una muestra, y se calcula la 


media asociada a cada una de estas cien muestras (figura 3): 


Figura 3. Pasos a seguir para calcular las medias 


Pasos a seguir 


Una vez generados los datos se 
sigue la ruta Calc > Row Statis- 
tics y se rellenan los campos en 
la ventana correspondiente: 
(3). 
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En la columna C11 de la figura 4 hay cien nuevos valores (las medias). En la 


figura 5 se muestran los dotplot asociados a las columnas C1 (que representan cien 


valores aleatorios obtenidos de una normal 80-5) y C11: 


Figura 4. Resultado del análisis 


Figura 5. Pasos a seguir para crear el gráfico de puntos de los dotplot 


La salida de Minitab de la figura 6 muestra que 


la distribución de la variable aleatoria inicial X 


(columna C1) era normal y, según el gráfico 


de puntos, parece que también la distribución 


de la v.a. X-barra ( 
) es normal, de media 


muy similar y desviación estándar menor (los 


puntos de la 
están menos “dispersos” que 


los de la x). 


También podemos hacer un histograma de fre- 


cuencias de la distribución de las medias mues- 


trales ( 
), como se aprecia en la figura 7. 


Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Graph > Dotplot 
y se rellenan los campos en la 
ventana correspondiente: (4). 


Figura 6. Gráfico de puntos de valores de los dotplot 


x 


x 


x 


CC-BY-SA • PID_00161059 
10 
Inferencia de información para una población 


Figura 7. Histograma de frecuencias absolutas de valores de 
a partir de nueve muestras 
aleatorias simples, cada una de tamaño cien 


Finalmente, en la figura 8 se obtienen los estadísticos que describen la distri- 


bución de las medias muestrales. 


Figura 8. Resultado del análisis de X-barra 


La media de los cien valores contenidos de la columna C11 (y que es una 


aproximación a la media de la v.a. X-barra) es de 79,962, valor muy similar a 


la media de X (que era de 80). Esto es coherente con lo que la teoría nos indica: 


• 
La media muestral coincide con la media de la población, 
. 


La desviación estándar de los cien valores de la columna C11 (que será una 


aproximación a la desviación estándar de X-barra) es de 1,582. Si tomamos la 


desviación estándar de X (que era de 5) y la dividimos por 3 (raíz de 9, el ta- 


maño de la muestra), obtenemos el valor 1,667. 


• 
Ambos valores son muy parecidos, tal y como la teoría predice: 


Es interesante señalar que si no se hubiera tomado inicialmente una variable 


normalmente distribuida, las conclusiones obtenidas serían semejantes siem- 


pre que el tamaño muestral n fuera lo suficientemente grande tal y como pre- 


dice el Teorema central del límite. 


x 


Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Stat > Basic 
Statistics > Display Descriptive 
Statistics y se selecciona la va- 
riable C11 (x-barra) en la ven- 
tana correspondiente. 


 
  
X 


 
 
 
X 
n 
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Teorema central del límite 


El análisis anterior se aplica sólo a la distribución normal. ¿Qué ocurre si nues- 


tros datos provienen de otra distribución de probabilidad? ¿Podemos decir 


algo acerca de la distribución muestral de la media en ese caso? Para ello se uti- 


liza el Teorema central del límite, el cual expresa que si tenemos una muestra 


tomada de una distribución de probabilidad con media  y desviación típica 


de , la distribución muestral de 
es aproximadamente normal con media μ 


y desviación típica de, 
que es el error estándar. Lo notable acerca del 


teorema central del límite es que la distribución de la media muestral de 
es 


más o menos normal, sea cual sea la distribución original de probabilidad. A 


medida que aumenta el tamaño de la muestra, la aproximación a la distribu- 


ción normal se acerca cada vez más. 


Un caso particular es la aproximación de la binomial a la normal: 


Sea X una variable aleatoria con distribución B(n, p) binomial con n suficien- 


temente grande. Entonces, X es aproximadamente normal con esperanza np y 


varianza np(1p). 


En este caso, n grande significa que np y np(1p) son los dos mayores que 5 o 


bien que n > 30. 


Ejemplo: se hace una encuesta sobre un determinado tema que tiene dos op- 


ciones, A y B. La probabilidad de que un individuo concreto opine A es p y n 


es el número de encuestas hechas. Hemos preguntado a cuatrocientos habi- 


Nota 


Consideraremos que n es lo 
bastante grande cuando, 
como mínimo, n > 30. 


x 


 
n 


x 


Cálculo del error estándar 


Recordemos que si la variable 
tiene una desviación típica co- 
nocida , el error estándar se 


puede calcular como 
. 


Cuando  es desconocida, 
calculamos el error estándar 


como 
, siendo s la desvia- 
ción típica de la muestra. 


 
n 


s 
n 


Una consecuencia de este teorema es: 


Dada cualquier variable aleatoria con esperanza  y para n suficiente- 


mente grande, la distribución de la variable: 


es una normal estándar N(0,1). 


x 


n 


  


 


Recordatorio 


Si X sigue una distribución 
binomial de parámetros n y p, 
entonces: 


para los k  {0, …, n} 


 
  
  
 
 
 
  
  
( 
) 
1 
n k 
k 
n 
P X 
k 
p 
p 
k 


Por tanto, cuando el tamaño de la muestra, n, es grande, la distribución 


de la proporción es aproximadamente una distribución normal de es- 


peranza p y desviación típica 
. En este caso 
, co- 


rresponde al error estándar 
. 


 
(1 
) 
p 
p 
n 
 
(1 
) 
p 
p 
n 


 
 
 
 
 
 
 
 
 


(1 
) 
, 
p 
p 
N 
p 
n 
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tantes y encontramos que el 30% opina A, es decir, que podemos establecer 


que p = 0,3. Entonces, la distribución de la proporción de habitantes que opina 


A sigue una distribución normal, cuya media es 0,3, que coincide con la pro- 


porción del 30% de los habitantes de la población que opinan A, y la desvia- 


ción estándar es 0,0229, que corresponde a la desviación típica de la población 


dividida por la raíz cuadrada del tamaño de la muestra. 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


0,3(1 
0,3) 
0,3, 
0,3;0,0229 
400 
N 
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2. Distribución de la media muestral 


Se deben considerar dos casos para la distribución de la media muestral. 


Caso de desviación típica poblacional conocida 


Si la variable que estudiamos sigue una distribución normal con media  y 


desviación típica  conocidas, entonces la media muestral es también nor- 


mal con la misma media  y desviación típica 
, donde n es el tamaño 


de la muestra. 


Siempre que la distribución de las medias muestrales sea una distribución nor- 


mal, se puede calcular una variable aleatoria normal estandarizada, Z, que 


tiene una media 0 y una varianza 1: 


Si la distribución de la población no es normal pero el tamaño muestral n es 


suficientemente grande, entonces se usará el teorema central del límite y la va- 


riable media muestral se aproxima a una normal estándar a medida que el ta- 


maño de la muestra aumenta. En general, dicha aproximación se considera 


válida para tamaños muestrales superiores a treinta. 


En el apartado anterior se vio que la variable aleatoria binomial sigue una dis- 


tribución normal aproximada cuando aumenta el tamaño de la muestra. 


Ejemplo: en la asignatura de Archivística de una licenciatura de Documen- 


tación se sabe que las calificaciones siguen una distribución normal de me- 


dia 7,4 y desviación estándar 0,78. Se desea conocer el porcentaje de 


estudiantes con nota superior a 6,5 e inferior a 8,5. ¿Con qué nota se va a 


calificar como ”excelente” (A), si esta es la calificación del 5% de estudian- 


tes con mejor nota? 


Solución: 


La variable sigue una distribución N(7,4; 0,78). Primero se calcula el estadístico 


Z normal estandarizado: 


Nota 


Si  es la desviación típica de la 
población y n el tamaño de 
la muestra, se define el error 
estándar de la media mues- 
tral como: 


Observad 


El error estándar es cada vez 
menor cuanto mayor es el ta- 
maño de la muestra. 


n 
 


 
n 
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7,4 
(6,5 
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0,78 
0,78 
0,78 
( 1,15 
1,41) 


1,41 
1,15 
0,9207 
0,1251 
0,7956 
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Los valores de probabilidad se buscan en la tabla N(0,1) o calculándose con 


cualquier programa estadístico como se muestra en el ejemplo desarrollado en 


el módulo 1. 


A la vista del resultado, se puede decir que el porcentaje de estudiantes con 


nota superior a 6,5 e inferior a 8,5 es de 79,56%. 


Para calcular la nota a partir de la cual se califica como excelente, se calcula el 


estadístico Z normal estandarizado: 


En las tablas de la N(0,1) o mediante cualquier programa estadístico se busca 


un valor z que deje a la derecha un área de 0,05, aproximadamente el valor es: 


, de manera que: 


A partir de una nota de 8,6 se califica como “excelente”(A). 


Caso de desviación típica poblacional desconocida 


Cuando la desviación poblacional es desconocida y el tamaño de la muestra es pe- 


queño, deberemos hacer una estimación de la desviación típica con la llamada 


desviación típica muestral. Para ello es necesario presentar una nueva distribución 


de probabilidad. Esta nueva distribución se conoce con el nombre de t de Student 


cuyas características se explicaron en el módulo 1. 


Para determinar la distribución de la media muestral cuando la desviación po- 


blacional es desconocida, se debe calcular la desviación típica muestral: 


Si la variable estudiada sigue una distribución normal con media  y desvia- 


ción típica desconocida, entonces el estadístico media muestral sigue una dis- 


tribución tn1, es decir, una t de Student con n1 grados de libertad. 


Los grados de libertad asociados con el valor de t son n1(tamaño de la mues- 


tra menos uno). 


 
 
 
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 
 
 
 
 
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 
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x 
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Nota 


En este caso se define el error 
estándar de la media mues- 
tral como: 


s 


n 
 


  
 
1 
n 
x 
t 
s 
n 


CC-BY-SA • PID_00161059 
15 
Inferencia de información para una población 


Ejemplo: el tiempo que han tardado en infectarse de virus cada uno de los or- 


denadores de una editorial ha sido: 2,5; 7,4; 8,0; 4,5; 7,4 y 9,2 segundos. 


Suponemos que el tiempo que tarda un ordenador de esa editorial en infectar- 


se sigue la distribución normal de media 6,5 y se desconoce la varianza pobla- 


cional. Se desea calcular la probabilidad de que un ordenador tarde entre 5 y 


10 segundos en infectarse. 


Solución: 


Como se desconoce la varianza de la población, la media muestral seguirá una 


distribución t de Student con 5 grados de libertad. 


Para calcular el valor del estadístico t, se debe calcular la desviación típica 


muestral. El valor obtenido es S = 2,5: 


La probabilidad solicitada será: 


Para calcular la probabilidad se utiliza la tabla t o un programa estadístico (fi- 


gura 9). 


Figura 9. Resultado de Minitab 
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5 
6,5 
10 
6,5 
(5 
10) 
( 1,47 
3,43) = 


2,5/ 6 
2,5/ 6 
( 
3,43) 
( 
1,47) 
0,99 
0,1 = 0,89 


p 
T 
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t 
p 
t 


p t 
p t 


Pasos a seguir 


Para calcular las probabilidades 
de una distribución t de Stu- 
dent se sigue la ruta Calc > Pro- 
bability Distributions > t y se 
completan los parámetros en 
la ventana correspondiente. El 
resultado se muestra en la figu- 
ra 9. 
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3. Distribución de la proporción muestral 


En el apartado 5 del módulo 1 se dijo que la distribución binomial era la suma 


de n variables aleatorias independientes, cada una de las cuales tiene una pro- 


babilidad de éxito p. Para caracterizar la distribución se necesita conocer el va- 


lor de p, que es la proporción de miembros de la población que tienen una 


característica de interés. La proporción muestral de éxitos en una muestra 


aleatoria extraída de una población en la que la proporción de éxitos p será: 


Por lo tanto 
es la media de un conjunto de variables aleatorias independien- 


tes. Además puede utilizarse el teorema central del límite para sostener que la 


distribución de probabilidad de 
puede considerarse una distribución nor- 


mal si el tamaño de la muestra es grande. 


Igual que en el caso de la media muestral, siempre que la distribución de la 


proporción muestral sea una distribución normal, se puede calcular una va- 


riable aleatoria normal estandarizada, Z, que tiene una media cero y una va- 


rianza uno. 


La proporción muestral tiene muchas aplicaciones, entre las cuales se encuen- 


tra el estudio de los resultados de encuestas, la estimación de la cuota porcen- 


tual del mercado, el porcentaje de inversiones empresariales que tiene éxito y 


los resultados electorales entre otros. 


Ejemplo: el 22% de los discos se venden por la Red en formato MP3 y el resto 


se vende en tiendas en formato CD. Se consideran las ventas de los próximos 


5.000 discos. Se desea saber ¿qué distribución sigue la proporción muestral 


de discos vendidos por la Red? ¿Cuál es el número esperado de discos que se 


venderán por la Red? ¿Cuál es la probabilidad de que se vendan por la Red 


más de 1.500 discos? 


Solución: 


En este ejercicio se tiene que p = 0,22 y n = 5.000. 


Distribución de la 
proporción muestral 


Es una aplicación del Teorema 
central del límite. 
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Nota 
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tiene 
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ción poblacional p. 
La desviación estándar de 


es el error estándar de la 
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Observad 


El error estándar es cada vez 
menor cuanto mayor es el ta- 
maño de la muestra. 
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Para determinar la distribución de la proporción muestral, dado que el tamaño 


de la muestra es grande n = 5.000, se aplica el teorema central del límite. La 


distribución será aproximadamente normal, el valor de la media es el de la 


proporción poblacional (0,22). 


Se calculará el error estándar 


El valor esperado de discos vendidos por la Red será del 22% de los 5.000 que 


se venden en total, es decir, 1.100 discos en formato MP3. 


La probabilidad de que se vendan menos de 1.500 discos por la Red será igual 


a la probabilidad de que la proporción muestral sea superior o igual al 30%. 


Para obtener esta probabilidad, primero se calculará el estadístico Z normal es- 


tandarizado: 


La probabilidad de Z se obtiene en la tabla N(0,1). En la práctica, los cálculos 


probabilísticos anteriores se suelen automatizar con la ayuda de algún soft- 


ware estadístico o de análisis de datos. La figura 10 muestra cómo se pueden 


calcular probabilidades de una normal con ayuda de Minitab. 


Figura 10. Cálculo de probabilidades con Minitab 
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Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Calc > Proba- 
bility Distributions > normal 
(1) y se completan los pará- 
metros en la ventana corres- 
pondiente (2). El resultado se 
muestra en (3). El programa 
calcula P(Z < = 13,41). 
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El valor obtenido con Minitab es P(Z < = 13,41). Por lo tanto, para obtener 


la probabilidad deseada calcularemos la probabilidad complementaria 


P(Z > 13,41) = 1 – P(Z < = 13,41) = 1 – 1 = 0. 
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4. Distribución de la varianza muestral 


Una vez analizadas las distribuciones de las medias muestrales y las proporcio- 


nes muestrales, se examinarán las distribuciones de las varianzas muestrales. 


A medida que las empresas y la industria ponen más énfasis en la producción 


de productos que satisfagan los criterios de calidad, es mayor la necesidad de 


calcular y reducir la varianza poblacional. Cuando la varianza es alta en un 


proceso, algunas características de los productos pueden tener una gama más 


alta de valores, como consecuencia de la cual hay más productos que no tie- 


nen un nivel de calidad aceptable. Se pueden obtener productos de calidad si 


el proceso de producción tiene una varianza baja, de manera que es menor el 


número de unidades que tienen un nivel de calidad inferior al deseado. Com- 


prendiendo la distribución de las varianzas muestrales podemos hacer inferen- 


cias sobre la varianza poblacional. 


Si se estudia una muestra aleatoria de tamaño n y varianza muestral s2 obteni- 


da de una población normal de media y varianza  desconocidas, en- 


tonces la varianza muestral se distribuye como una 
con n1 grados 


de libertad: 


Por lo tanto, se pueden hacer inferencias sobre la varianza poblacional  


utilizando s2 y la distribución chi-cuadrado. Este proceso se muestra en el 


siguiente ejemplo. 


Ejemplo: en una gran ciudad se ha observado que durante el verano las factu- 


ras del consumo de electricidad siguen una distribución normal que tiene una 


desviación típica del 100 euros. Se ha tomado una muestra aleatoria de 25 fac- 


turas. Se desea calcular la probabilidad de que la desviación típica muestral sea 


inferior a 75 euros. 


Solución: 


En este ejercicio se tiene que n = 25 y  = (100)2. Utilizando la distribución 


chi-cuadrado se puede establecer que: 


Los valores de la distribución chi-cuadrado pueden obtenerse en la tabla de di- 


cha distribución con 24 grados de libertad: 
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El valor de probabilidad estará entre 0,025 y 0,05 (0,0428) exactamente. 
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5. Intervalos de confianza para una población 


En los apartados anteriores hemos considerado la estimación puntual de 


un parámetro desconocido de la población, es decir, el cálculo de un único 


número que sea una buena aproximación. En la mayoría de los problemas 


prácticos, un estimador puntual por sí solo es inadecuado. Por ejemplo, su- 


pongamos que un control hecho sobre una muestra aleatoria de manuales 


procedentes de un gran envío de una editorial nos lleva a estimar que el 10% 


de todos los manuales son defectuosos. Un gerente que se enfrenta a este dato 


posiblemente se hará preguntas del tipo: ¿puede estar totalmente seguro de 


que el verdadero valor del porcentaje de manuales defectuosos está entre el 5% 


y el 15%? O ¿es muy posible que entre el 9% y el 11% de los manuales sean 


defectuosos? Esta clase de preguntas requieren información que va más allá de 


la contenida en una simple estimación puntual; son preguntas que buscan la 


fiabilidad de dicho estimador. En otras palabras, se trata de la búsqueda de un 


estimador por intervalos, un rango de valores entre los que posiblemente se 


encuentre la cantidad que se estima. 


Debemos medir de alguna manera la confianza que podemos tener en el inter- 


valo. Este porcentaje de muestras que dan lugar a intervalos que contienen el 


auténtico valor del parámetro es el llamado nivel de confianza. 


Así pues, un intervalo de confianza para cierto parámetro con un nivel de con- 


fianza de C% es un intervalo calculado a partir de una muestra de manera que 


el procedimiento de cálculo garantiza que el C% de las muestras dé lugar a un 


intervalo que contenga el valor real del parámetro. 


La expresión confianza del 95% indica confianza en el método utilizado, de 


manera que el 95% de las veces que apliquemos el método a la misma po- 


blación obtendremos intervalos que sí contienen el valor del parámetro po- 


blacional. 


Intervalo de confianza para la media cuando la población es normal 


y conocemos la desviación estándar 


La variable que queremos estudiar sigue una ley normal de media  (desco- 


nocida) y desviación estándar  conocida. Disponemos de una muestra aleato- 


ria simple de tamaño n y el valor de la media de la muestra es 
. 


Se calculan los intervalos de confianza al nivel de confianza (1  )% median- 


te la siguiente expresión: 


(media de la muestra  ME, media de la muestra + ME) 


Nivel de confianza 


El nivel de confianza también 
se denota por (1  ) 100% 
normalmente consideraremos 
(1  ), igual a 90%, 95% 
o 99%. 


x 
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donde ME es el margen de error que tenemos que calcular, de manera que 


el (1  ) % de las muestras produzca un intervalo que contenga el verda- 


dero valor de . 


El procedimiento que describimos sirve también para variables que no sigan 


una distribución normal, siempre que la desviación típica sea conocida y que 


el tamaño de la muestra sea n > 30. 


Fijamos el nivel de confianza: se acostumbra a considerar (1  ) igual a 90%, 


95% o 99%. 


Calculamos el error estándar de la media como 
. 


Obtenemos el valor crítico, que es aquel valor 
que hace que: 


P(Z  
) = /2 


en el que Z es una variable aleatoria normal N(0,1). Se muestra gráficamente 


en la figura 11. 


Figura 11. Gráfico de intervalo de confianza para con desviación típica conocida 


Para los niveles de confianza usuales, los valores críticos correspondientes son: 


• 
(1  . ) = 90% = 0,9, . = 0,1 y 
= z0,05 = 1,645 


• 
(1  . ) = 95% = 0,95, . = 0,05 y 
= z0,025 = 1,96 


• 
(1  . ) = 99% = 0,99, . = 0,01 y 
= z0,005 = 2,575 


Calculamos el denominado margen de error (también denominado precisión 


de la estimación) como 
para el error estándar, es decir, como: 
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Nota 


Por tanto, el margen de error 
es la mitad de la longitud del 
intervalo de confianza. 
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Es necesario interpretar exactamente los intervalos de confianza. Si se extraen 


repetida e independientemente muestras aleatorias de n observaciones de la 


población, entonces el 100(1 )% de estos intervalos contendrá el verdadero 


valor de la media poblacional. 


El efecto del tamaño de la muestra 


En muchas ocasiones, una vez fijado el nivel de confianza nos marcaremos 


como objetivo dar el valor del parámetro  con cierta precisión. La única ma- 


nera de obtener la precisión deseada consiste en modificar de forma adecuada 


el tamaño de la muestra. Supongamos que deseamos una precisión o margen 


de error ME; puesto que sabemos que: 


Se obtiene el tamaño deseado de la muestra para dicha precisión: 


Intervalo de confianza para la media cuando la población es normal 


y desconocemos la desviación estándar 


La variable que queremos estudiar sigue una ley normal de media  (desconoci- 


da) y desviación estándar también desconocida. Disponemos de una muestra 


aleatoria simple de tamaño n y el valor de la media de la muestra es . Entonces: 


Calculamos los intervalos de confianza al nivel de confianza (1 )%, median- 


te la siguiente expresión se fija el nivel de confianza, que habitualmente se 


escribe como (1 )%. 


Calculamos la desviación típica muestral S para obtener el error estándar de 


la media como: 


Calculamos el valor crítico, que es aquel valor t/2 tal que: 


P(tn1  tn1,/2 )= /2 


en el que tn1 es una variable aleatoria de Student con n  1 grados de libertad. 


El intervalo de confianza obtenido con la muestra de partida es: 


o lo que es lo mismo, 
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Es fácil ver que si queremos re- 
ducir el ancho del intervalo de 
confianza a la mitad, debere- 
mos tomar una muestra cuatro 
veces mayor. 
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Como el margen de error es: 


Intervalo de confianza para la proporción 


Interesa conocer la proporción de miembros de la población que poseen una 


característica específica. Si se toma una muestra aleatoria simple de tamaño n, 


la proporción muestral es un buen estimador de la proporción poblacional. En 


este apartado se desarrollan intervalos de confianza para la proporción. 


Cuando el tamaño de la muestra sea bastante grande, en concreto siempre que 


el tamaño sea superior a cien, se aplicará el teorema centra del límite, y, como 


se ha visto en apartados anteriores, la distribución de la proporción muestral 


sigue una distribución normal estándar N(0,1). 


Igual que en los intervalos anteriores se calcula el margen de error como 


multiplicado por el error estándar, es decir: 


El tamaño de la muestra es 


Ejemplo: un servidor de correo ha recibido 2.000 mensajes, de los cuales 250 


son “SPAM”. Construid un intervalo de confianza del 96% para la proporción 


de mensajes “SPAM”, ¿cuántos correos se han de estudiar en el servidor para 


poder afirmar que el error entre la proporción de mensajes “SPAM” recibidos 


y la probabilidad de que el servidor reciba un “SPAM” sea menor que 0,03 con 


una probabilidad del 95%? 


Solución: 


El intervalo de confianza del 96% para la proporción de la población se obtie- 


ne por medio de la ecuación: 


El intervalo de confianza obtenido con la muestra es el siguiente: 
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Nota 


El parámetro es p. 


El estadístico es 
.p 


El intervalo de confianza obtenido con la muestra de partida será: 
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Se deduce que 


Por lo tanto, el intervalo de confianza de la proporción poblacional al 96% es 


Se podría decir que la proporción de todos los mensajes Spam recibidos de la 


población estarán entre el 10,98% y el 14,02% (con un margen de error del 


1,52% al nivel de confianza del 96%). 


Se calculará el mínimo tamaño de la muestra necesario para que el error sea 


menor que 0,03 con una probabilidad del 95% es: 



Por tanto, se deben estudiar 467 mensajes. 


Ejemplo con Minitab: en el ejemplo anterior se comparan los intervalos 


de confianza al 90 y el 99%, manteniendo constante el tamaño de la mues- 


tra, para contestar a la siguiente pregunta: Conforme aumenta la amplitud 


de un intervalo de confianza, ¿aumenta o disminuye el nivel de confianza 


asociado? En las figuras 12 y 13 utilizamos Minitab para analizar ambos es- 


cenarios. 


Figura 12. Resultado del Intervalo de confianza del 90% con Minitab 


Figura 13. Resultado del Intervalo de confianza del 99% con Minitab 


Notar que al aumentar el nivel de confianza, deberemos ampliar la amplitud 


del intervalo a fin de “abarcar” un rango mayor para el parámetro poblacio- 


nal estimado. 
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Intervalo de confianza para la varianza 


¿Cómo se puede construir un intervalo de confianza para la varianza pobla- 


cional? 


Primero se fijará el nivel de confianza 1 . Se calculará el estadístico. 


es una observación de una variable aleatoria 2 con n 1 grados de libertad. 


Donde s2 es la varianza muestral de una muestra aleatoria de tamaño n to- 


mada de una población normal de varianza 2. 


La figura 14 muestra los valores de la distribución 
que cortan una pro- 


babilidad de /2 en las dos colas, es decir, los puntos críticos 
y 


. 


Figura 14. Gráfico de intervalo de confianza de la varianza 


Ejemplo de intervalo de confianza para la varianza 


Una empresa de autobuses urbanos espera que las horas de llegada en diversas 


paradas tengan poca variabilidad. La varianza de la muestra de 10 tiempos de 


llegada de autobús fue s2 = 4,8 minutos2. Suponiendo que la población de 


tiempos de llegada tiene una distribución normal, se desea determinar un in- 


tervalo de confianza del 95% para la varianza poblacional de los tiempos de 


llegada. 


El estadístico de prueba: 
tiene una distribución chi-cuadrado 


con n  1 = 9 grados de libertad. Determinamos los valores 
= 16,0471 


y 
= 45,7222. 
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El intervalo de confianza para la varianza de la población será: 


= 
= 


La raíz cuadrada de esos valores será el intervalo de confianza de 95% para la 


desviación estándar: 
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6. Contrastes de hipótesis para una población 


En este apartado se desarrollan métodos para contrastar hipótesis que permi- 


ten comparar la validez de una conjetura o afirmación utilizando datos mues- 


trales. El proceso comienza cuando un investigador formula una hipótesis 


sobre la naturaleza de una población. La formulación de esta hipótesis implica 


la elección entre dos opciones; a continuación, el investigador selecciona una 


opción basándose en los resultados de un estadístico calculado a partir de una 


muestra aleatoria de datos. 


He aquí algunos ejemplos de problemas representativos: 


1) Un investigador quiere saber si una propuesta de reforma fiscal es acogida 


de igual forma por hombres y mujeres. Para analizar si es así, recoge las opi- 


niones de una muestra aleatoria de hombres y mujeres. 


2) Una compañía recibe un cargamento de piezas. Sólo puede aceptar el envío 


si no hay más de un 5% de piezas defectuosas. La decisión de si aceptar la re- 


mesa puede basarse en el examen de una muestra aleatoria de piezas. 


3) Una profesora está interesada en valorar la utilidad de hacer controles re- 


gularmente en un curso de estadística. El curso consta de dos partes y la pro- 


fesora realiza estos controles sólo en una de ellas. Cuando acaba el curso, 


compara los conocimientos de los estudiantes en las dos partes del curso me- 


diante un examen final y analiza la hipótesis de que los controles aumentan 


el nivel medio de conocimientos. 


Los ejemplos propuestos tienen algo en común. La hipótesis se formula so- 


bre la población y las conclusiones sobre la validez de esta hipótesis se ba- 


san en la información muestral. El test o contraste será la herramienta que 


nos permitirá extraer conclusiones a partir de la diferencia entre las obser- 


vaciones y los resultados que se deberían obtener si la hipótesis de partida 


fuese cierta. 


Planteamiento del contraste de hipótesis 


En la prueba de hipótesis se comienza proponiendo una hipótesis de partida 


acerca de un parámetro poblacional. Esta hipótesis se llama hipótesis nula y 


se representa como H0. A continuación se define otra hipótesis, la hipótesis 


alternativa, que es la opuesta de lo que se afirma en la hipótesis nula. La hi- 


pótesis alternativa se representa como H1. El procedimiento para probar una 


hipótesis comprende el uso de datos de una muestra para probar las dos ase- 


veraciones representadas por H0 y H1. 


Las hipótesis expresan una afirmación sobre el valor del parámetro. Podemos 


tener una hipótesis nula del tipo H0:  = 0. 


Hipótesis 


Con la misma hipótesis nula 
podemos estudiar varias hipó- 
tesis alternativas. 
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La hipótesis alternativa puede ser unilateral, como H1:  > 0 o H1: < 0, o 


bilateral, como H1:   0. 


Una vez planteadas las hipótesis nula y alternativa, debemos tomar una decisión 


a partir de las observaciones. Por otro lado, existen dos decisiones posibles: 


1) Aceptar la hipótesis nula. 


2) Rechazar la hipótesis nula. 


Errores en el contraste 


Con el fin de llegar a una de estas dos conclusiones, se adopta una regla de 


decisión basada en la evidencia muestral. Por consiguiente, no se puede saber 


con seguridad si la hipótesis nula es cierta o falsa. Por tanto, cualquier regla de 


decisión adoptada tiene cierta probabilidad de llegar a una conclusión falsa. 


Como se indica en la tabla 1, pueden cometerse dos tipos de errores. Un error 


que se puede cometer, llamado error de tipo I, es rechazar una hipótesis nula 


cierta. Si la regla de decisión es tal que la probabilidad de rechazar la hipótesis 


nula cuando es cierta es , entonces  se llama nivel de significación del con- 


traste. La probabilidad de aceptar la hipótesis nula cuando es cierta es (1 ). 


El otro error posible, llamado error de tipo II, ocurre cuando se acepta una 


hipótesis nula falsa. La probabilidad de cometer este tipo de error, cuando la 


hipótesis nula es falsa, se denota por . Entonces, la probabilidad de rechazar 


una hipótesis nula falsa es (1  ), y se denomina potencia del contraste. 


Tabla 1. Errores y decisiones correctas en contrastes de hipótesis 


Zona de aceptación y zona de rechazo de la hipótesis nula 


Ejemplo 1. “Contraste bilateral” 


La parte del gráfico (figura 15) sombreada en rojo corresponde a la zona en la 


que rechazamos la hipótesis nula. La zona sin sombrear corresponde a la re- 


gión de aceptación de la hipótesis nula. 


Regla de decisión 


Error de tipo I: rechazar una 
hipótesis nula cierta. 
Error de tipo II: aceptar una 
hipótesis nula falsa. 
Nivel de significación: la pro- 
babilidad de rechazar una hi- 
pótesis nula que es cierta (esta 
probabilidad a veces se expre- 
sa en %, con lo que nos referi- 
mos a un contraste de 
significación  como un con- 
traste al nivel 100 %). 
Potencia: la probabilidad de 
rechazar una hipótesis nula 
que es falsa. 


Atención 


Un nivel = 0,05 significa que 
aunque la hipótesis nula sea 
cierta, los datos de cinco de 
cada cien muestras nos la ha- 
rán rechazar. Es decir, acepta- 
mos que podemos rechazar la 
hipótesis nula equivocadamen- 
te cinco de cada cien veces. 


Condición de la población 


H0 verdadera 
H0 falsa 


Decisión 


Aceptar H0 
Decisión correcta 
Error de tipo II 


Rechazar H0 
Error de tipo I 
Decisión correcta 


Para plantear y resolver un contraste de hipótesis, es necesario: 


1) Fijar las hipótesis nula y alternativa. 


2) Fijar un nivel de significación. 


3) Determinar el estadístico de contraste y su ley. 


4) A partir de aquí, tenemos dos métodos posibles: 


4a) Calcular el p-valor asociado a nuestro estadístico de contraste calcula- 


do. Comparar el p-valor con el nivel de significación y tomar una decisión. 


4b) Calcular el valor crítico. Comparar el valor crítico con el estadístico 


de contraste y tomar una decisión. 
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Figura 15. Gráfico que muestra la zona de aceptación y de rechazo de la hipótesis 
nula en un contraste bilateral 


Para determinar el valor z/2, sólo hay que imponer que el error de tipo I 


(probabilidad de rechazar H0 cuando es cierta) sea menor o igual que el ni- 


vel de significación . Por ejemplo, para  = 0,05 encontramos (por ejem- 


plo, en las tablas de la normal) que z/2 = 1,96. 


Para decidir si rechazamos la hipótesis nula o no, usaremos el llamado esta- 


dístico de contraste. Un estadístico de contraste es una función de la muestra 


cuya distribución conocemos bajo la hipótesis nula. 


• 
Aceptaremos H0 si z z/2 
• 
Rechazaremos H0 si z z/2 


Ejemplo 2. “Contraste unilateral inferior” 


La parte del gráfico (figura 16) sombreada corresponde a la zona de rechazo de 


la hipótesis nula. La zona sin sombrear corresponde a la región de aceptación 


de la hipótesis nula. 


Figura 16. Gráfico que muestra la zona de rechazo de la hipótesis nula en un contraste 
unilateral inferior 


Recordad 


Si tenemos una muestra de ta- 
maño n de una distribución 
N(, 2), entonces 


Z = 


sigue una distribución normal 
estándar. 


x 


n 


  
 


Validez del método 


El método es el mismo para 
cualquier distribución simétri- 
ca, así que también sirve si el 
estadístico de contraste sigue 
una distribución t de Student. 


CC-BY-SA • PID_00161059 
31 
Inferencia de información para una población 


Para . = 0,05 encontramos que z = 1,65. En este contraste unilateral se dice 


que la probabilidad de la cola de la izquierda debe ser . 


• 
Aceptaremos H0 si Z  z 
• 
Rechazaremos H0 si Z < z 


Ejemplo 3. “Contraste unilateral superior” 


La parte del gráfico (figura 17) sombreada en rojo corresponde a la zona en la 


que rechazamos la hipótesis nula. La zona sin sombrear corresponde a la re- 


gión de aceptación de la hipótesis nula. 


Figura 17. Gráfico que muestra la aceptación o no de la hipótesis nula en un 
contraste unilateral superior 


Para  = 0,05 encontramos que z= 1,65. En este contraste unilateral se dice que 


la probabilidad de la cola de la derecha debe ser . 


• 
Aceptaremos H0 si Z  z 
• 
Rechazaremos H0 si Z > z 


El p-valor 


Existe otro método para examinar el contraste de la hipótesis nula. Obsérvese 


que si se utiliza un nivel de significación bajo se reduce la probabilidad de re- 


chazar una hipótesis nula verdadera. Eso modificaría la regla de decisión para 


que fuera menos probable que se rechazara la hipótesis nula, independiente- 


mente de que fuera verdadera o no. Evidentemente, cuanto menor es el nivel 


de significación al que se rechaza una hipótesis nula mayores son las dudas so- 


bre su veracidad. En lugar de contrastar hipótesis a los niveles preasignados de 


significación, los investigadores a menudo hallan el nivel menor de significa- 


ción al que se puede rechazar una hipótesis nula. 


El p-valor es el menor nivel de significación al que puede rechazarse una 


hipótesis nula. 


El criterio del p-valor es: rechazar H0 si el p-valor < . 
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Interpretación del p-valor 


Se considera una muestra aleatoria de n observaciones procedentes de una po- 


blación que sigue una distribución normal de media  y desviación estándar 


y la media muestral calculada . Se ha contrastado la hipótesis nula 


frente a la alternativa 


El p-valor del contraste es: 


p-valor = 


donde 
es el valor normal estándar correspondiente al menor valor de 


significación al que puede rechazarse la hipótesis nula. La mayoría de los 


programas informáticos estadísticos calculan el p-valor, este suministra 


más información sobre el contraste basándose en la media muestral obser- 


vada, por lo que se utiliza frecuentemente en muchas aplicaciones estadís- 


ticas. 


Ejemplo de aplicación del p-valor: un grupo editorial emite un periódico es- 


pecializado en información económica. El director del periódico desea saber si 


el número medio de ejemplares diarios producidos y no vendidos es menor de 


400. Para dar respuesta a esta pregunta, se toma una muestra formada por los 


resultados correspondientes a 172 días elegidos de forma aleatoria. La media 


de dicha muestra es de 407 ejemplares no vendidos, con una desviación están- 


dar de 38. 


Utilizando un nivel de significación de 0,05, realizad un contraste de hipótesis 


para responder razonadamente a la pregunta del director del periódico. 


Solución: 


1) Si se hace el contraste H0: media poblacional = 400 contra H1: media po- 


blacional 
400. 


Primero se calcula el estadístico de contraste para decidir si rechazamos la hi- 


pótesis nula o no. 


La desviación estándar de la muestra es: 
. 


El estadístico será 
, este valor es una observación de una 


distribución N(0,1). 


En este caso, por ser un contraste bilateral se divide el nivel de significación 


 por igual entre las dos colas de la distribución normal. Por lo tanto, la pro- 


babilidad de que Z sea superior 
o inferior a 
es . En este caso, el 
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p-valor es la suma de las probabilidades de la cola superior y la cola inferior. 


El p-valor correspondiente al contraste de dos colas es: 


; 


Como 0,01552 es menor que el nivel de significación propuesto (= 0,05), se 


rechaza la hipótesis nula. No se puede afirmar que el número medio de ejem- 


plares diarios producidos y no vendidos sea de 400. Se acepta que es distinto 


de 400. 


2) Si se hace el contraste H0: media poblacional = 400 contra H1: media pobla- 


cional > 400, entonces el p-valor es la probabilidad “es la cola de la derecha”: 


<  
Se rechaza la hipótesis nula. 


Se acepta la hipótesis alternativa, por lo tanto, se acepta que el número medio 


de ejemplares diarios producidos y no vendidos es mayor de 400. 


3) Si se realiza el contraste H0: media poblacional = 400 contra H1: media 


poblacional < 400, entonces el p-valor es la probabilidad “es la cola de la 


izquierda”: 


>  
No se puede rechazar la hipótesis 


nula. 


Se rechazará la hipótesis alternativa, luego el número medio de ejemplares dia- 


rios producidos y no vendidos no es menor de 400. 


Por tanto, a la vista de los resultados de los tres contrastes, la contestación a la 


pregunta del director sería: 


“El número medio de ejemplares diarios producidos y no vendidos es mayor 


de 400”. 


Para calcular el p-valor se suele utilizar un software estadístico, como se verá 


en ejemplos resueltos con Minitab. 


Otro procedimiento: para resolver contrastes bilaterales utilizando intervalos 


de confianza. 


Ejemplo: supongamos que se plantea el siguiente contraste bilateral: 


H0:  =280, H1:  
280 
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Para probar esta hipótesis con un nivel de significación = 0,05, el tamaño de 


la muestra es 36 y se determinó que la media muestral 
y la desvia- 


ción estándar de las muestras s = 12. Sustituyendo estos resultados con 


z0,025 = 1,96, vemos que el intervalo de confianza del 95% para la media de la 


población es: 


; 
; 278,5 ± 3,92 


El intervalo será: (274,58; 282,42). 


El resultado permite llegar a la conclusión de que, con un 95% de confianza, 


la media para la población está entre 274,58 y 282,42. Como el valor supuesto 


de la media de la población 0= 280 está en el intervalo de confianza, la con- 


clusión del contraste es que no se puede rechazar la hipótesis nula, por tanto, 


aceptamos la hipótesis de que: H0:  =280. 


Ejemplo de inferencia para una población (utilizando Minitab) 


Una característica importante en el diseño de una página web es el tiempo que 


el usuario tardará en abrir la página, que se considera una variable normal. 


Con el objetivo de estimar el tiempo medio, se seleccionan al azar 101 páginas, 


entre las que ha diseñado una empresa el último año, obteniéndose los datos 


siguientes (en centésimas de segundo): 


Tabla 2. Tiempo de descarga de páginas web 


Observación: se crea un fichero de datos en la hoja de Minitab, introduciendo 


los datos de forma unitaria. 


a) Se comprueba que la colección de datos sigue una distribución aproxima- 


damente normal. 


b) Puede considerarse que el tiempo medio de apertura de las páginas de esta 


empresa es de 62 centésimas de segundo, con un nivel de confianza del 90%. 


¿Qué resultado se obtiene? Razónese la respuesta del contraste a través del p- 


valor. 


c) Calcúlese un intervalo de confianza a nivel del 90% para el tiempo medio 


y coméntese si el resultado obtenido es coherente con el resultado esperado. 


d) Finalmente, se realizará el mismo contraste que en el apartado b), pero su- 


poniendo esta vez que no se conoce la desviación estándar. 


Tiempo de descarga 
55 
60 
62 
64 
65 
69 


Número de páginas 
11 
21 
26 
19 
15 
9 


 278,5 
x 


 1,96 s 
x 


n 


 
12 
278,5 
1,96 


36 


x 
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Solución: 


a) Para comprobar la normalidad de los datos, se selecciona Stat > Basic Sta- 


tistics > Normality Test. Así se obtiene el gráfico de la figura 18. 


Figura 18. Gráfico de normalidad 


Observando el p-valor se puede concluir que los datos siguen una distribución 


normal. Pudiendo asegurar que X sigue una distribución normal, la media 


muestral también sigue una distribución normal. 


b) El contraste de hipótesis será H0:  = 62 vs. H1:  
62. Es un contraste bi- 


lateral a un nivel de confianza de 0,90 (figura 19). 


Figura 19. Pasos a seguir para realizar el contraste de hipótesis 


 
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Los resultados de Minitab son los que muestra la figura 20. 


Figura 20. Resultados del contraste de hipótesis e intervalo de confianza del 90% (desviación 
típica población conocida) 


Se observa que el p-valor es 0,451, por lo tanto, como p-valor >  = 0,10, no se 


puede rechazar la hipótesis nula, luego se acepta que el tiempo medio es de 62 


centésimas por segundo. 


c) El intervalo de confianza para el tiempo medio es (61,685; 62,850), es co- 


herente con los resultados esperados, ya que contiene al valor medio de 62 


centésimas de segundo. 


d) Análogamente se realiza el contraste de hipótesis para la media de la pobla- 


ción con desviación típica desconocida, se selecciona Stat > Basic Statistic > 


1-Sample t, obteniéndose los resultados de la figura 21. 


Figura 21. Resultados del contraste de hipótesis e intervalo de confianza del 90% (desviación 
típica población desconocida) 


El p-valor es 0,452 > 0,10, nos indica que se puede aceptar la hipótesis de que 


el tiempo medio es de 62 centésimas por segundo. 


Continuando con el mismo ejemplo, se va a considerar que una página no es 


satisfactoria cuando tarde en ser descargada más de 68 centésimas. Los progra- 


madores afirman que el porcentaje de páginas para las que el tiempo de des- 


carga no es satisfactorio no supera el 10%. 


e) Se calculará un intervalo de confianza para la proporción de páginas no sa- 


tisfactorias, a un nivel de confianza del 95%. 


f) ¿Hay evidencias, al nivel 0,05, para rechazar la afirmación de los programa- 


dores? Se plantearán las hipótesis que se deben contrastar y se efectuará el con- 


traste. 


e) Para calcular el intervalo de confianza de la proporción de páginas no sa- 


tisfactorias, a un nivel de confianza del 95%, se selecciona Stat > Basic Statis- 


tics >1 Proportion (figura 22). 
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Observando la figura 23 de datos, se ve que únicamente hay 9 páginas que su- 


peran las 68 centésimas de segundo, o lo que es lo mismo, 9 páginas de las 101 


se considera el tiempo de descarga no satisfactorio. 


Figura 22. Pasos a seguir para obtener un intervalo de confianza del 95% para la proporción 


Figura 23. Resultados del intervalo de confianza del 95% para la proporción de páginas no 
satisfactorias 


El intervalo de confianza obtenido con un nivel de confianza del 95% es 


(0,033546; 0,144671). 


f) Debemos plantear un contraste unilateral para la proporción de páginas no 


satisfactorias: 


donde p representa la proporción de páginas para las que el 


tiempo de descarga no es satisfactorio (figura 24). 


Figura 24. Pasos a seguir para realizar el contraste de hipótesis 


 
 
 
 
 


0 


1 


: 
0,1, , 
: 
0,1, 


H 
p 
H 
p 
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Figura 25. Resultados del contraste de hipótesis para la proporción de páginas 


Según se muestra en la figura 25, el p-valor del contraste vale lo siguiente: p- 


valor = 0,642. Como es mayor que 0,05, se acepta la hipótesis nula, luego se 


acepta la afirmación de los programadores de que el porcentaje de páginas no 


supera el 10%. 
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Resumen 


En este módulo se presentan las distribuciones muestrales. Se analiza cómo se- 


leccionar una muestra aleatoria simple, cómo se pueden emplear los datos ob- 


tenidos con ella para desarrollar estimaciones puntuales de los parámetros de 


población. La distribución de probabilidad de estas variables aleatorias se lla- 


ma distribución muestral. En particular, se describen las distribuciones de la me- 


dia de la muestra 
, de la proporción muestral 
y de la varianza muestral 


. Después de desarrollar las fórmulas de la desviación típica o error estándar 


para esos estimadores, se indica que el teorema central del límite es la base 


para usar una distribución normal de probabilidades y aproximar esas distri- 


buciones muestrales en el caso de muestra grande. 


Además, también se desarrollan estimaciones de intervalos de confianza de 


parámetros de una población. En este módulo se han utilizado la distribución 


Z normal estándar, la t de Student y la chi-cuadrado 
para construir interva- 


los de confianza. Se determina el tamaño de muestra necesario para que los 


estimadores de intervalo de  y de p tengan un nivel especificado de precisión. 


Finalmente, en este módulo se ha presentado la metodología para realizar 


contrastes clásicos de hipótesis, comenzando con los argumentos para tomar 


decisiones en condiciones de incertidumbre. Las decisiones se toman recha- 


zando una hipótesis nula si hay pruebas contundentes a favor de la hipótesis 


alternativa. Pueden cometerse dos tipos de error: un error de tipo I, que se co- 


mete cuando se rechaza la hipótesis nula, cuando es verdadera, y un error de 


tipo II, que se comete cuando no se rechaza la hipótesis nula, cuando no es 


verdadera, presentando diversos métodos y reglas de decisión específicos para 


realizar contrastes. La regla de rechazo para todos los procedimientos implica 


comparar el valor del estadístico con un valor crítico y también utilizando el 


p-valor para pruebas de hipótesis, la regla es rechazar la hipótesis nula siempre 


que el p-valor sea menor que . 


x 
p 


2 
s 


2 
 
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Ejercicios de autoevaluación 


1) Una biblioteca presta un promedio de  =320 libros por día, con desviación estándar = 
75 libros. Se tiene una muestra de 30 días de funcionamiento, y 
es la cantidad de la media 
de la muestra de libros prestados en un día. 


a) Presente la distribución muestral de 
. 
b) ¿Cuál es la distribución estándar de 
? 
c) ¿Cuál es la probabilidad de que la media de una muestra de 30 días sea entre 300 y 400 
libros? 
d) ¿Cuál es la probabilidad de que la media de una muestra sea de 325 o más prestamos dia- 
riamente? 


2) Un investigador informa los resultados de una encuesta diciendo que el error estándar de 
la media es de 20.La desviación estándar de la población es de 500. 


a) ¿De qué tamaño fue la muestra que se usó en esta encuesta? 
b) ¿Cuál es la probabilidad de que el error estimado quede a 
25 o menos de la media de la 
población? 


3) Cada curso escolar, una prestigiosa universidad oferta becas a sus estudiantes para ampliar 
estudios en el extranjero. De la experiencia recogida en anteriores convocatorias, se observa 
que las calificaciones medias de los expedientes aspirantes a obtener una beca se distribuyen 
según una normal de media 6,9 puntos y desviación estándar 0,7 puntos. Para entender la 
aplicación del teorema central del límite, generar con Minitab 50 muestras aleatorias de 100 
observaciones cada una, que corresponden a la población normal anterior N(6,9, 0,7). 


a) Calcular en una nueva columna la media de las 50 muestras anteriores. 
b) Comentar los resultados haciendo referencia al teorema central del límite. 
c) Realiza el dotplot asociado a una de las muestras. 
d) Compara estos resultados con la media de la población, y el valor de la desviación estándar 
de la media muestral con la desviación estándar de la población y explica la relación entre 
ambos valores. 


4) Un estudio previo nos dice que el servicio de préstamo diario de libros de las bibliotecas 
de una ciudad sigue una distribución normal con una media de 300 ejemplares prestados, 
con una desviación estándar de 10. Una inspección quiere verificar si estos datos son correc- 
tos. Para hacerlo, coge una muestra de los préstamos diarios de 10 bibliotecas y obtiene una 
media de 285 ejemplares prestados. 


a) ¿Cuál es la probabilidad de que si la media es verdaderamente de 300 ejemplares prestados 
se obtenga una media de préstamos igual o inferior a los 285 ejemplares en las 10 bibliotecas 
que componen la muestra? 
b) Determinar un intervalo de confianza del 90% para la media de préstamos teniendo en 
cuenta los datos de la muestra. 
c) ¿Qué decisión lógica debería tomar el inspector? 


5) En la página web de una editorial aparecen dos números de teléfono. Hemos comprobado, 
después de analizar 400 llamadas del teléfono, que el intervalo entre llamadas tiene una va- 
rianza de 2. 


Suponiendo normalidad, indicad si podemos considerar, a un nivel de confianza del 90%, 
que la varianza del intervalo entre llamadas del primer número es inferior a 1,7. 


6) El responsable de comunicaciones de un centro de documentación afirma que la media 
del tiempo de transferencia de un fichero de tamaño 2Mb es superior a 30 segundos. Para 
comprobar esta afirmación se tomó una muestra de tiempos de transferencia de 12 fiche- 
ros de 2Mb, obteniendo que la media y la desviación estándar muestrales valen 
(en segundos). 


a) Suponiendo que el tiempo de transferencia se distribuye normalmente a partir de los datos 
muestrales obtenidos, ¿tenemos suficientes evidencias para aceptar la afirmación del respon- 
sable? (Tomad = 0,05). Encontrad el p-valor del contraste. 


Si además de disponer de estas observaciones nos hubiesen dado como información adicio- 
nal (obtenida de experiencias previas) que la varianza del tiempo de transferencia es de 
segundos2, ¿hubiéramos llegado a la misma conclusión que en el apartado anterior? 
Encontrad el p-valor del contraste (Tomad = 0,05). 


x 


x 
x 


 


 
 
30,2, 
1,833 
x 
s 


  
2 
9,2 
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Solucionario 


1) 


a) Normal con = 320 y desviación típica 13,69 
b) 13,69 
c) 0,8558 
d) 0,3557 


2) 


a) 625 
b) 0,7888 


3) 


De esta manera obtenemos las 50 muestras con 100 observaciones cada una. 


a) En la columna C101 se muestran las medias maestrales. 


b) 


dotplot: C1; C101 
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c) Tras haber generado 50 muestras de datos provenientes de una distribución normal de me- 
dia 6,9 y desviación estándar 0,7, observamos que el primer dotplot parece corresponder a una 
distribución normal. 


Asimismo, el segundo dotplot corresponde a la distribución de las medias de las muestras y 
también corresponde a una distribución normal. 


Esto indica que las medias de estas muestras siguen una distribución normal. Esta propiedad 
es la que enuncia el TCL, sea cual sea la distribución de los datos, la media muestral (con un 
tamaño de muestra n suficientemente grande) de una colección de datos sigue una distribu- 
ción normal. 


d) Estudiaremos la distribución de estas medias muestrales: 


El histograma de frecuencias se aproxima a la curva normal, es simétrica. 


La media muestral coincide con la media de la población, 
. 


La desviación estándar de la media muestral será aproximadamente el error estándar. 


Si la variable tiene desviación estándar conocida s (en la población), el error estándar se pue- 
de calcular como: 


Como consecuencia, podemos decir que la media muestral sigue una distribución normal 


N(, 
), que se puede aproximar a una N(0,1), realizando un cambio de variable (tipifica- 


ción): Z = 
. 


4) 


a) Si estandarizamos la puntuación de 285, resulta un valor z de 4,74, lo que supone (mi- 
rando las tablas de la normal) aproximadamente que el 0% es la probabilidad de obtener di- 
cha puntuación. 


p(X < 285) = p(Z < 
= p(Z < –4,74)  0 


  
 6,9 
x 


 
n 


 
n 


  


 
X 


n 


285 
300) 
10 
10 


 
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b) El intervalo de confianza es: 


z/2, = 1,64 


I = 285 
[279,83; 290,19] 


c) 300 está fuera del intervalo y, por lo tanto, con un nivel de confianza del 90%, podremos 
afirmar que la media no llega a 300 ejemplares, sino que está por debajo. 


5) La hipótesis nula es 
= 1,7 y la alternativa es 
< 1,7. 


El estadístico de contraste es: 
donde 
es la varianza muestral. Entonces 


= 469,412 y su distribución es la de 
la con 400  1 = 399 grados de libertad. 


En este caso, el p-valor vale P( 
< 469,412) = 0,991406 y por lo tanto, no rechazamos la hi- 
pótesis nula: no podemos afirmar que sea inferior a 1,7. El valor crítico es 363,253. 


6) 


a) Hemos de hacer el contraste de una media con varianza desconocida. Las hipótesis nula y 


alternativa son: 
, donde  representa la media del tiempo de transferencia de un 


fichero de 2Mb. El estadístico de contraste es 
El valor crítico valdrá: 


Como que 
aceptamos la hipótesis nula y concluimos que la afirmación del respon- 


sable es cierta. Si quisiéramos hallar el p-valor, éste sería: 
Como es 


un p-valor alto, mayor que 0,05, aceptamos la hipótesis nula tal y como hemos hecho antes. 


b) Hemos de hacer el contraste de una media con varianza conocida. 


La hipótesis nula y la alternativa son: 
, donde  representa la media del tiempo 


de transferencia de un fichero de 2Mb. 


El estadístico de contraste es: 
donde 
es la media muestral y es la desviación 


estándar poblacional. La distribución de z es la de una normal N(0,1). La media y la desvia- 


ción estándar poblacionales valen respectivamente: 
. El valor del 


estadístico de contraste es: 


El valor crítico valdrá: 
Como 
volvemos a aceptar la hipótesis nula y 


concluimos que la afirmación del responsable no es cierta. Si quisiéramos hallar el p-valor, 


éste sería: 
Como es un p-valor alto, mayor que 0,05, aceptamos la 


hipótesis nula como hemos hecho anteriormente. Por tanto, hemos llegado a la misma con- 
clusión que en el apartado anterior. 


 
 
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10 
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Introducción 


En los módulos anteriores se introdujeron los conceptos básicos de estimación 


y de contraste de hipótesis relacionados con una población. En la práctica co- 


tidiana, sin embargo, es fácil encontrarse con situaciones en las que se dispone 


de dos o más grupos de individuos o poblaciones y, en tal caso, el interés ra- 


dica a menudo en ser capaz de discernir si dichos grupos o poblaciones se pue- 


den considerar como semejantes –desde un punto de vista estadístico– o si, 


por el contrario, son grupos o poblaciones que muestran diferencias significa- 


tivas entre ellos. Así, por ejemplo, puede ser conveniente comparar las califi- 


caciones medias de dos grupos de estudiantes en función de si han hecho o no 


uso de una metodología docente innovadora, comparar los porcentajes de re- 


cuperación de dos o más grupos de enfermos según el tratamiento recibido, 


comparar las calidades medias de diferentes accesos a Internet en función de 


la empresa proveedora, comparar los precios medios de los servicios de obten- 


ción de documentos en función de la institución que los ofrezca, etc. 


Cuando se consideran dos grupos o poblaciones, las técnicas que se usan para 


comparar las respectivas medias o proporciones son muy similares a las utili- 


zadas en el caso de una población: contrastes de hipótesis basados en el uso de 


la distribución normal (cuando se comparan dos proporciones) o de la t-Stu- 


dent (cuando se comparan dos medias). En el caso de la comparación entre 


dos medias de grupos distintos, hay que distinguir si se trata de dos grupos in- 


dependientes (por ejemplo, cuando se comparan los resultados de un test rea- 


lizados a dos grupos distintos de individuos) o bien si se trata de dos grupos 


dependientes (por ejemplo, cuando se están considerando los resultados de un 


test previo con los resultados de un test posterior, ambos realizados al mismo 


grupo de individuos). 


Finalmente, en el caso de que se deseen comparar más de dos grupos o pobla- 


ciones, los contrastes anteriores ya no sirven y resulta necesario recurrir a las 


técnicas ANOVA basadas en la distribución F-Snedecor. El uso de estas técnicas 


posibilita discernir si las medias correspondientes a un conjunto de tres o más 


grupos son todas aproximadamente iguales o si, por el contrario, se puede es- 


tablecer que existen diferencias significativas entre algunas de ellas (y, por 


consiguiente, entre los grupos asociados). 
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Objetivos 


Los objetivos académicos del presente módulo se describen a continuación: 


1. Comparar dos poblaciones utilizando procedimientos similares a los vistos 


para una sola población. 


2. Aprender a formular una hipótesis sobre la naturaleza de las dos poblacio- 


nes y la diferencia entre sus medias o proporciones. 


3. Conocer el método para comparar las varianzas de dos poblaciones. Para 


realizar estos contrastes se introduce la distribución F. 


4. Entender la importancia práctica de las técnicas ANOVA a la hora de dis- 


cernir si existen diferencias significativas entre más de dos grupos o pobla- 


ciones. 


5. Aprender a usar los tests F de ANOVA y saber interpretar adecuadamente 


los resultados que ofrecen. 


6. Comprender la lógica que subyace a la metodología ANOVA. 


7. Conocer las hipótesis que se han de satisfacer para poder aplicar las técni- 


cas ANOVA con garantías. 


8. Aprender a usar software estadístico y/o de análisis de datos como instru- 


mento básico en la aplicación práctica de los conceptos y técnicas estadís- 


ticas. 
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1. Contrastes de hipótesis para dos poblaciones 


En este módulo se presentan métodos para contrastar las diferencias entre las 


medias o proporciones de dos poblaciones y para contrastar varianzas. 


Para comparar las medias o las proporciones poblacionales, se extrae una muestra 


aleatoria de las dos poblaciones y la inferencia sobre la diferencia entre ambas me- 


dias o proporciones se basa en los resultados muestrales. El método apropiado 


para analizar la información depende del procedimiento empleado al seleccionar 


las muestras. Consideramos las dos posibilidades siguientes: 


a) Muestras dependientes (datos pareados): en este procedimiento, las mues- 


tras se eligen por pares, una de cada población. La idea es que aparte de la carac- 


terística objeto del estudio, los elementos de cada uno de estos pares deben estar 


relacionados, de manera que la comparación pueda establecerse directamente. 


Por ejemplo, supongamos que queremos medir la eficacia de un curso de lectura 


rápida. Una manera de abordar el problema sería tomar nota de las palabras leídas 


por minuto por una muestra de alumnos antes de tomar el curso y compararlas 


con los resultados obtenidos por los mismos alumnos una vez completado el curso. 


En este caso, cada par consistiría en medidas de velocidad de un mismo alumno 


realizadas antes y después del curso, se podría averiguar si existen pruebas contun- 


dentes de la eficacia del curso de lectura rápida. 


b) Muestras independientes: en este método se extraen muestras indepen- 


dientes de cada una de las dos poblaciones, de manera que los miembros de 


una muestra no tienen necesariamente relación con los miembros de la otra. 


Por ejemplo, se realiza un estudio para evaluar las diferencias en los niveles 


educativos entre dos centros de capacitación, se aplica un examen común a 


personas que asisten a cada centro. Las calificaciones del examen son uno de 


los factores principales para evaluar diferencias de calidad entre los centros. 


1.1. Contrastes de hipótesis para la diferencia de medias 


Contraste de hipótesis para la diferencia entre las medias de dos poblaciones: 


muestras independientes. 


En este apartado presentaremos los procedimientos para contrastar las hipóte- 


sis acerca de la diferencia de medias de dos poblaciones. 


Se supone que se dispone de muestras aleatorias independientes de n1 y n2, 


observaciones procedentes de dos poblaciones normales con medias 1 y 2 y 


varianzas conocidas 
y 
respectivamente. Se desea contrastar la hipóte- 


sis nula (H0) que afirma que los valores de las medias de las dos poblaciones 


son iguales: H0: μ1 – μ2 = 0 frente a cualquiera de las hipótesis alternativas: 


Nota 


A veces en lugar de: 
H0: 1 – 2 = 0 
escribiremos: 
H0: 1 = 2 


2 
1 
 
2 
2 
 
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H1: μ1 – μ2  0, H1: μ1 – μ2 < 0, H1: μ1 – μ2 > 0. Se fija un nivel de significación 


 para realizar el contraste. 


El estadístico de contraste será: 


, 


donde 
es el error estándar. 


Es una observación de una distribución N(0,1). 


Recordad 


La variable diferencia de me- 
dias muestrales: 


 
 


 
 


 
  


 
 
 


1 
1 
1 


2 
2 
2 


, 
y 


, 


X 
N 


X 
N 


 
 
 
 


2 
2 


1 
2 
1 
2 
1 
2 
, 
X 
X 
N 
 
 
   
   


En el caso de que no se pueda asegurar que las muestras provienen de 


poblaciones normales, sólo podremos contrastar la diferencia de medias 


si los tamaños de las muestras son superiores a treinta. 


El teorema central del límite dice que si tenemos un grupo numeroso 


de variables independientes y todas ellas siguen el mismo modelo de 


distribución (cualquiera que éste sea), la suma de ellas se distribuye se- 


gún una distribución normal estándar. 


Por lo tanto el estadístico de contraste: 


es una observación de una variable aleatoria que se distribuye aproxi- 


madamente como una N(0,1). 


 
 
 
 


 
 
 


1 
2 
2 
2 
1 
2 


1 
2 


* 
x 
x 
z 


n 
n 


 
 
 
 
  
2 
2 
1 
2 


1 
2 
1 
2 


x 
x 
n 
n 


 
 
 
 


 


1 
2 
2 
2 
1 
2 


1 
2 


* 
x 
x 
z 


s 
s 
n 
n 
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Regla de decisión del contraste de hipótesis 


Las regiones de rechazo de la hipótesis nula H0: μ1 – μ2 = 0 son: 


Figura 1. Regiones de rechazo para contrastes de las diferencias de medias 


Varianzas poblacionales 
conocidas 


Se puede actuar de dos mane- 
ras: 
1) A partir del p-valor según 
sea H1: 
• p-valor = P (Z > z*) 
• p-valor = P (Z < z*) 
• p-valor = P (Z > z*) 
2) Si p-valor   se rechaza H0 
a partir de los valores críticos 
según sea H1: 
• Si z* > z2 se rechaza H0 
• Si z*< – zse rechaza H0 
• Si z*> – zse rechaza H0 
donde 
z es tal que P(Z > z) =  y 
z/2 es tal que P(Z > z ) = /2 
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Una vez que se ha calculado el valor del estadístico de contraste, se debe de- 


terminar el p-valor. El p-valor depende de la hipótesis alternativa planteada. 


• 
Si H1 : 1 – 2 ≠ 0, entonces 


• 
Si H1 : 1 – 2 < 0, entonces 


• 
Si H1 : 1 – 2 > 0, entonces 


Los p-valores de estos contrastes son la probabilidad de obtener un valor al me- 


nos tan extremo como el estadístico de contraste obtenido. 


Ejemplo 1. “Comparación de las medias del tiempo de respuesta de dos 


servidores”. 


Figura 2. Estimación de la diferencia entre las medias de dos poblaciones 


En una empresa informática se desea medir la eficiencia de dos servidores web. 


Para ello, miden el tiempo de espera del cliente entre la petición que hace y la 


respuesta que le da el servidor. En la tabla 1 vemos los tiempos de espera (en 


milisegundos) de ambos servidores (TA y TB) para cincuenta peticiones son: 


Tabla 1. Datos del ejemplo 1. “Comparación de las medias del tiempo de respuesta de dos servidores” 


Si el p-valor es significativo se rechaza la hipótesis nula si es menor que 


el nivel de significación  fijado. 


 
 
2 
p 
P Z 
z 
 
 


 
 
p 
P Z 
z 
 
 


 
 
p 
P Z 
z 
 
 


Tiempo de espera para el servidor A 
Tiempo de espera para el servidor B 


9,67 
10,01 
8,08 
10,01 
6,45 
6,94 
12,11 
10,31 


9,62 
10,55 
9,98 
9,96 
9,64 
10,47 
12,55 
10,83 


9,50 
11,26 
10,30 
9,28 
8,53 
8,47 
7,98 
8,41 
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Supongamos que las muestras aleatorias de los tiempos de espera son indepen- 


dientes. La empresa quiere saber si el servidor A es menos eficiente (más lento) 


que el servidor B con un nivel de confianza del 99%. 


Para contestar a estas preguntas se hará un contraste para comparar dos me- 


dias. Dado que el enunciado nos pregunta “si el servidor A es menos eficiente 


que el servidor B”, considerando que un servidor es menos eficiente si es más 


lento, entonces hemos de contrastar si la media del tiempo de espera del ser- 


vidor A es más grande que la media del tiempo de espera del servidor B. Así 


pues, tenemos que plantear una hipótesis alternativa unilateral. 


• 
Las hipótesis nula y alternativa son: 


• 
Fijamos  = 0,01. 


• 
No podemos asegurar que las poblaciones sean normales, pero como he- 


mos mencionado anteriormente, al tratarse de muestras grandes (superio- 


res a treinta observaciones) el estadístico de contraste será: 


Es una observación de una variable aleatoria que se distribuye aproximada- 


mente como una N(0,1). 


Para resolverlo manualmente calcularemos primero los valores muestrales 


como hemos expuesto en los módulos anteriores: 


Tiempo de espera para el servidor A 
Tiempo de espera para el servidor B 


10,88 
10,64 
7,05 
10,30 
9,20 
7,42 
10,20 
9,15 


8,94 
10,23 
11,79 
11,08 
4,55 
7,48 
11,28 
7,06 


10,59 
11,63 
9,59 
10,05 
8,51 
11,01 
6,53 
8,04 


9,81 
8,91 
10,88 
9,74 
12,11 
9,56 
8,14 
11,70 


9,46 
10,27 
9,83 
11,14 
7,65 
6,80 
8,99 
10,56 


9,26 
9,49 
10,92 
9,44 
8,85 
8,99 
10,01 
7,82 


9,02 
8,99 
10,98 
9,17 
8,45 
7,48 
8,14 
6,01 


8,61 
10,09 
9,54 
10,86 
8,80 
12,57 
9,69 
8,82 


9,42 
9,11 
10,17 
8,82 
7,97 
7,03 


10,86 
9,47 
10,32 
9,85 
8,62 
8,59 


Tiempo de espera para el servidor A Tiempo de espera para el servidor B 


nA= 50 
nB = 50 


= 9,94 
= 8,90 


sA = 0,90 
sB = 1,75 


0 


1 


: 
0 


: 
0 


A 
B 


A 
B 


H 


H 


 
  
 


 
  
 


 
 
1 
2 
2 
2 
1 
2 


1 
2 


* 
x 
x 
z 


s 
s 
n 
n 


 
 


 


A 
x 
B 
x 
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Las varianzas muestrales 
y 
para estimar las varianzas poblacionales y 


calcular el estadístico z*: 


= 3,75 


Ahora se puede calcular el p-valor 
= 0,00 


Puesto que el p-valor es menor que  = 0,01, se rechaza la hipótesis nula a favor 


de la alternativa. Así, el tiempo medio de espera del servidor A es mayor que 


el del B. Luego el servidor A es menos eficiente que el B. 


Ejemplo con Minitab: si el ejemplo anterior se resuelve con Minitab, se ob- 


serva que el programa no ofrece la opción de usar la distribución normal. De 


todas formas, dado que las muestras son muy grandes, sabemos que la distri- 


bución t de Student se acerca a la normal a medida que aumenta el número de 


grados de libertad. Por tanto, los resultados que da Minitab no serán similares 


por la aproximación a lo normal. 


Los resultados de la figura 3 muestran el p-valor = 0,000 < 0,001. Esto indica 


que podemos rechazar la hipótesis nula concluyendo que las medias de tiem- 


pos de espera del servidor A es mayor que las del B. Luego el servidor A es me- 


nos eficiente que el B. 


Los grados de libertad (DF) del estadístico t aumentan si las poblaciones tienen 


distribución aproximadamente normal pero las varianzas poblacionales no 


son iguales. 


2 
A 
s 
2 
B 
s 


 
 


2 
2 
9,94 
8,90 
* 


0,90 
1,75 
50 
50 


z 
 
 


 


 
 
( 
3,75) 
p 
P Z 
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Figura 3. Pasos para realizar un contraste de hipótesis para la diferencia de medias para muestras 
independentes 


Figura 4. Resultados del contraste de hipótesis 


Contrastes para muestras con varianzas poblacionales desconocidas pero 


iguales 


El procedimiento que utilizamos se basa en la distribución t con n1 + n2 – 2 


grados de libertad. 


Pasos a seguir 


Una vez introducidos los datos 
en el programa, se sigue la ruta 
Stat > Basic Statistics > 2-Sam- 
ple t (1), y se seleccionan las 
variables en la ventana corres- 
pondiente (2). En el cuadro de 
dialogo Options se completan 
los campos Confidence level: 
99,0 y el tipo de hipótesis alter- 
nativa Alternative: greater than 
(3). 
Seleccionad OK para obtener el 
contraste. 


Observad 


En el paso (2) no presupone- 
mos que las varianzas sean 
iguales. 
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El estadístico de contraste será: 


donde s es la desviación típica común. 


Ejemplo 2. “Estudio sobre la producción científica”. 


El director de una escuela universitaria quiere comparar dos departamentos, A 


y B, de tamaño similar, por lo que se refiere al “número total de publicaciones 


o ponencias de calidad que puedan aportar mejoras a la actividad docente de 


la escuela”. Se considerará que una publicación es de calidad cuando se haya 


publicado en una revista indexada o la haya publicado una editorial de pres- 


tigio internacional; se considerará que una ponencia es de calidad cuando se 


haya desarrollado en un congreso internacional con proceso de selección; para 


determinar si la publicación o ponencia puede aportar mejoras a la actividad 


docente se ha constituido un tribunal de expertos independientes. 


Se ha tomado una muestra aleatoria formada por seis profesores del departa- 


mento A y se ha hallado el valor de la variable “número total de publicaciones 


o ponencias de calidad para cada uno de dichos profesores”. Se ha hecho lo 


propio con otra muestra aleatoria formada por ocho profesores del departa- 


mento B. Los resultados se presentan a continuación: 


Tabla 2. Datos del ejemplo 2. “Estudio sobre la difusión científica” 


Para un nivel de significación alfa = 0,05, ¿puede afirmarse que la producción 


media de ambos departamentos (según los criterios establecidos) es significa- 


tivamente distinta? 


Para realizar el estudio partiremos del supuesto de que no hay diferencias en el 


“número total de publicaciones o ponencias de calidad de ambos departamen- 


tos”. Por consiguiente, en términos de la media del número total de publicacio- 


nes o ponencias de calidad, la hipótesis nula es que la diferencia de medias es 


cero. Si la evidencia de la muestra conduce al rechazo de esta hipótesis, llegare- 


mos a la conclusión de que las medias de calidad son distintas para las dos po- 


blaciones, lo que indica que hay diferencia en las publicaciones de calidad de 


los dos departamentos, y eso induciría a encontrar las razones de esa diferencia. 


En este estudio hay dos poblaciones: una de los profesores del departamento 


A, y otra de los profesores del departamento B. Suponemos que ambas pobla- 


ciones son normales y que sus varianzas son iguales pero desconocidas. 


Dep. A 
5 
8 
7 
6 
9 
7 


Dep. B 
8 
10 
7 
11 
9 
12 
14 
9 


 
 
1 
2 


1 
2 


1 
1 


x 
x 
t 
s n 
n 


 
 
 
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Considerando el número de publicaciones y ponencias, las medias de pobla- 


ción son: A y B, se plantean las hipótesis de trabajo: 


H0: μ1 – μ2 = 0 (ambas medias son iguales) 


H1: μ1 – μ2  0 (ambas medias son distintas) 


Se trata de un contraste de hipótesis bilateral sobre la media de dos poblacio- 


nes independientes. 


Se empleara Minitab para probar las hipótesis acerca de la diferencia entre las 


medias de dos poblaciones (figura 5). 


Figura 5. Pasos para realizar un contraste de hipótesis para la diferencia de medias para muestras 
con varianzas poblacionales desconocidas 
Pasos a seguir 


Una vez introducidos los datos 
en el programa se sigue la ruta 
Stat > Basic Statistics > 2-Sam- 
ple t (1), y se seleccionan las va- 
riables en la ventana 
correspondiente (2).En el cua- 
dro de dialogo Options se com- 
pletan los campos Confidence 
level: 95,0 y el tipo de hipótesis 
alternativa Alternative: not equal 
(3). 
Seleccionad OK para obtener el 
contraste. 


Observad 


En el paso (2) suponemos que 
las varianzas son desconocidas 
pero iguales y marcamos la ca- 
silla correspondiente. 
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Obtuvimos los resultados de la figura 6. Aparecen los valores muestrales de 


ambos departamentos. El estadístico de contraste es un valor t = –2,84 con 


12 grados de libertad (DF) y el p-valor P-Value = 0,015. 


Figura 6. Resultados del contraste de hipótesis 


Como p-valor = 0,015 < 0,05, se puede rechazar la hipótesis nula con = 0,05. 


Así, la producción media de ambos departamentos (según los criterios estable- 


cidos) es significativamente distinta en los departamento A y B. Observad 


que la información de Minitab para el intervalo de confianza del 95% en la 


figura 5 tiene como extremos los valores 5,30 y 0,70 (observad que el 0 no 


está incluido en dicho intervalo). Esto también nos indica que debemos recha- 


zar la hipótesis nula y aceptar la alternativa (las medias son distintas). 


Así, los resultados permiten que el director de la escuela universitaria concluya 


que existen diferencias significativas entre ambos departamentos en el “nú- 


mero total de publicaciones o ponencias de calidad”. 


Aplicando Microsoft Excel al ejemplo 2. “Estudio sobre la difusión científica”. 


Para ejecutar una prueba t de dos muestras independientes para datos no apa- 


reados haced clic en (t-Test: Two Simple > Assuming Equal Variants) “prueba t: 


dos muestras suponiendo varianzas iguales” y especificad las dos columnas 


que contengan los datos. 


La figura 7 muestra el correspondiente output que ofrece Microsoft Excel. 


Figura 7. Resultados ejemplo 2. “Estudio sobre la difusión científica”. Excel 


Análisis de datos 


Para realizar contrastes de hi- 
pótesis con MS Excel es nece- 
sario instalar previamente un 
complemento llamado 
“Análisis de datos”. Para ins- 
talar las herramientas de 
análisis de datos haced clic 
en Herramientas > comple- 
mentos, en el cuadro de diálo- 
go activar Herramientas para 
análisis. 
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Como observamos, el p-valor = 0,0149, al ser menor que el valor de , se puede 


rechazar la hipótesis nula con  = 0,05. 


Contraste de hipótesis para la diferencia entre las medias de dos poblaci- 


ones: muestras dependientes (datos pareados) 


Disponemos de una muestra aleatoria de n pares de observaciones de distribu- 


ciones con medias A y B. Denotamos por 
y sd la media muestral y la des- 


viación típica observadas para las n diferencias (xA-xB) y sea d = A – B media 


de las diferencias para la población. 


Si la distribución poblacional es normal podemos realizar los siguientes con- 


trastes para un nivel de significación : 


la hipótesis nula: H0 = d = 0 


la hipótesis alternativa (H1) puede ser bilateral: 


o unilateral H1: d > 0 o H1 : d < 0 


En este tipo de contraste se usa la misma metodología usada para el contraste 


de la media para una sola población que vimos en el módulo anterior. 


Para ilustrar el diseño con muestras emparejadas ilustrar el ejemplo siguiente: 


Ejemplo 3. “Puntuaciones de un test de actitud” 


A un grupo de personas se les propuso un test de actitud acerca de un tema 


polémico y obtuvimos unos resultados. Luego el grupo asistió a la proyección 


de una película favorable al tema y acto seguido se les propuso de nuevo el test 


de actitud, del que se obtuvieron otros resultados. En la tabla 3 aparecen los 


datos acerca de las puntuaciones del test realizado a once personas. Cada per- 


sona da un par de valores, uno para antes de asistir a la proyección de la pelí- 


cula y otro después de asistir a la proyección. Se quiere verificar la hipótesis de 


que la proyección de una película favorable hace que cambie la actitud desfa- 


vorable hacia el tema. 


Tabla 3. Datos del ejemplo 3. “Puntuaciones de un test de actitud” 


Muestras dependientes 


Muestras dependientes significa 
que tenemos una muestra de 
observaciones de dos variables. 
La media de la muestra es: 


La desviación estándar es: 


La notación d es para recordar 
que la muestra apareada pro- 
duce datos de diferencia. 


n 


i 


i 


d 


d 
n 
  


2 
( 
) 


1 


n 


i 
i 
d 


d 
d 


s 
n 


 
 
 
 


Persona 
Puntuación del test 
antes de ver la película 


Puntuación del test 
después de ver la 
película 


Diferencia de 
puntuaciones del test 
(di ) 


1 
24 
16 
8 


2 
20 
18 
2 


3 
24 
20 
4 


4 
28 
24 
4 


5 
30 
24 
6 


d 


1 : 
0 
d 
H 
 
 
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Observad que la última columna de la tabla 3 contiene la diferencia entre las 


puntuaciones antes y después de ver la película. La clave para analizar el dise- 


ño con muestras apareadas es tener en cuenta que sólo se considera la colum- 


na de las diferencias. Verificaremos la hipótesis de investigación a un nivel de 


significación del 1% ( = 0,01). Sea d = la media de las diferencias para la po- 


blación de personas. 


Las hipótesis serán: 


H0: d = 0 


H1: d  0 


Se trata de un contraste bilateral. Si se rechaza H0 se llega a la conclusión de 


que las medias de las puntuaciones del test son distintas al nivel de significa- 


ción del 1%. En el módulo 2 se vio que si se puede suponer que la población 


tiene una distribución normal, el estadístico de contraste es una t-Student con 


n – 1 grados de libertad, para probar la hipótesis nula acerca de la media po- 


blacional, si no conocemos la varianza de la población como en este ejemplo. 


Con datos de diferencia se calcula el estadístico de prueba para la hipótesis 


nula 


H0: d = 0 es: 


como 
y 


Con  = 0,01 y n – 1 = 10 grados de libertad (t0,01/2 = t0,005 = 3,169), la regla de 


rechazo para la prueba bilateral es: 


Rechazar H0 si t* < 3,169 o t* > 3,169 


Persona 
Puntuación del test 
antes de ver la película 


Puntuación del test 
después de ver la 
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En vista de que t*= 4,80 está en la región de rechazo, se rechaza H0 y se acepta 


H1 y podemos afirmar con un 99% de confianza que la película influyó en la 


actitud de las personas. 


Con los resultados de la muestra podemos definir un intervalo de confianza 


de diferencia entre las dos medias de la población, con la metodología para po- 


blación única del módulo 2 los cálculos son: 


En consecuencia, el intervalo de confianza de 99% de la diferencia de medias 


entre las medias de las dos puntuaciones del test es de 1,6 hasta 7,84 observa- 


mos que el intervalo no incluye el valor cero, luego, como hemos visto en el 


contraste, podemos rechazar H0. 


Emplearemos Minitab para este ejemplo 3. “Puntuaciones de un test de ac- 


titud”. 


La figura 8 muestra los pasos básicos necesarios para realizar el contraste de 


hipótesis. 


En primer lugar comprobaremos el supuesto de que las poblaciones siguen 


una distribución aproximadamente normal: 


Figura 8. Pasos para realizar un test de normalidad. Minitab 


En los gráficos resultantes (figuras 9 y 10) se observa que no hay indicios 


para dudar de que se cumpla el supuesto de normalidad, ya que los puntos 


se encuentran muy próximos a las respectivas rectas. Los gráficos nos pro- 


porcionan también el p-valor asociado al test de normalidad de Ander- 


son-Darling, siendo dicho p-valor suficientemente grande en ambos casos 


para no descartar la hipótesis nula de este contraste: que los datos siguen 


una distribución normal. 


2 


3,26 
4,72 
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4,72 
3,12 
[1,60; 7,84] 


11 
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 


Pasos a seguir 


Una vez introducidos los datos 
en el programa se sigue la ruta 
Stat > Basic Statistics > Norma- 
lity Test. Y rellenamos los cam- 
pos en la ventana 
correspondiente. 
En el cuadro de diálogo se se- 
lecciona el test de Anderson- 
Darling. 
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Figura 9. Test de normalidad. Minitab 


Figura 10. Test de normalidad. Minitab 


Pasamos, pues a realizar las inferencias ya comentadas sobre d. 
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Figura 11. Pasos para realizar un contraste de hipótesis para la diferencia de medias para muestras 
dependientes 


Los resultados obtenidos en la figura 12 que, en base a las observaciones regis- 


tradas, hay una probabilidad de 0,99 de que d sea un valor del intervalo 


(1,613; 7,841). Además, con un p-valor de 0,001 también podemos afirmar 


que hay indicios suficientes para rechazar la hipótesis nula. Por lo tanto, po- 


demos concluir que la película influyó en la actitud de las personas. 


Figura 12. Resultados del contraste de medias para dos muestras dependientes. Minitab 


También puede ejecutar una prueba t por pares utilizando Excel. Desde Herra- 


mientas > Análisis de datos, haced clic en Prueba t para medias de dos muestras 


emparejadas y especificad las dos columnas que contienen los datos por pares. 


Este comando no calcula el intervalo de confianza, de modo que tenéis que 


calcularlo mediante las fórmulas que aparecen en este módulo. 


Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Stat > Basic 
Statistics > Paired t (1) y se re- 
llenan los campos en la venta- 
na correspondiente (2). En el 
cuadro de diálogo Options se 
completan los campos Confi- 
dence level: 99,0 y el tipo de hi- 
pótesis alternativa Alternative: 
not equal (3). 
Seleccionad OK para obtener el 
contraste. 
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La figura 13 muestra el correspondiente output que ofrece Microsoft Excel. 


Figura 13. Resultados del contraste de medias para dos muestras emparejadas. Excel 


Al ser el p-valor = 0,0007 < (0,01), se rechaza H0. 


1.2. Contrastes de hipótesis para la diferencia de 


proporciones 


Al estudiar la diferencia entre dos proporciones poblacionales, el estimador es 


. Como hemos visto en casos anteriores, la distribución del estimador 


de las muestras es un factor clave para determinar los intervalos de confianza 


y probar las hipótesis de los parámetros. 


Supongamos que disponemos de dos muestras aleatorias simples e indepen- 


dientes de n1 y n2 observaciones. Las proporciones muestrales de éxitos son 


respectivamente: 
y 
. 


La distribución de la variable diferencia de proporciones muestrales 
se 


puede aproximar con una distribución N(0,1). 


Bajo el supuesto de la hipótesis nula cierta (H0: p1 – p2 = 0), tenemos que el 


estadístico de contraste es: 


donde ( 
– 
) es la diferencia de las proporciones muestrales. 


El valor 
es el valor estimado común de la proporción poblacional, que po- 


demos estimarlo a partir de las dos muestras: 
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Regla de decisión del contraste de hipótesis 


Una vez que se ha calculado el valor del estadístico de contraste, se debe 


determinar el p-valor. El p-valor depende de la hipótesis alternativa plan- 


teada. 


• 
Si 
, entonces 


• 
Si 
, entonces 


• 
Si 
, entonces 


Se utilizará el ejemplo del apartado 1.1, tabla 1. Datos del ejemplo 1. “Compa- 


ración de las medias del tiempo de respuesta de dos servidores”. 


En una empresa informática se desea medir la eficiencia de dos servidores 


web. Para ello, miden el tiempo de espera del cliente entre la petición que 


éste hace y la respuesta que le da el servidor. Los tiempos de espera (en mi- 


lisegundos) de ambos servidores (TA y TB) para cincuenta peticiones están 


en la tabla 2. 


Diremos que el tiempo de espera es aceptable si es menor que 9 milisegundos. 


¿Podemos decir que la proporción de peticiones con tiempo de espera acepta- 


ble es distinta para los dos servidores? 


Para contestar esta pregunta debemos hacer un contraste de diferencia de pro- 


porciones que resolveremos con Minitab. 


Lo primera operación es calcular para cada tipo de servidor la proporción de 


tiempo inferior a 9 milisegundos. Para ello, creamos una nueva columna de 


nombre A donde pondremos un 1 si la observación de tiempo de espera del 


servidor A es inferior a 9 y 0 en caso contrario. Después sumaremos los valores 


de la columna y obtendremos el número de observaciones de tiempo del ser- 


vidor A inferior a 9 milisegundos. 
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Nota 


A veces, en lugar de: 
H0: p1 – p2 = 0 
escribiremos: 
H0: p1 = p2 


Si el p-valor es significativo se rechaza la hipótesis nula si es menor que 


el nivel de significación  fijado. 
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En la figura 14 se indican los pasos a seguir: 


Figura 14. Pasos a seguir para recalcular una variable nueva 


Hacemos lo mismo para el tiempo del servidor B, creamos una columna de 


nombre B con 1 si el tiempo es inferior a 9 y 0 en caso contrario. 


Figura 15. Datos 


Indicación 


Para hacer este ejercicio prime- 
ro calcularemos una nueva va- 
riable, que valga 1 si el tiempo 
de espera es menor que 9 mili- 
segundos y 0 en caso contra- 
rio. Para calcular esta variable, 
podemos utilizar la instrucción 
IF de Minitab. 
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Una vez tenemos estas dos nuevas columnas, calculamos la suma de cada una 


de ellas y así tendremos para cada servidor el número de observaciones de 


tiempo inferior a 9: 


Figura 16. Pasos a seguir para obtener el valor suma 


Figura 17. Resultados 


Para el servidor A hay seis observaciones con un tiempo de espera inferior 


a 9 milisegundos y para el servidor B el número de observaciones menores 


de 9 milisegundos es treinta y una. 


Plantearemos el siguiente contraste: 



Fijamos  = 0,05. 


La figura 18 muestra los pasos a seguir para realizar el contraste de la diferencia 


de proporciones. 


Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Stat > Basic 
Statistics > Display Descriptive 
Statistics. (1), y se rellenan los 
campos en la ventana corres- 
pondiente. 
En el cuadro de dialogo Statis- 
tic se marca Sum (2). 
Seleccionad OK para obtener el 
contraste. 
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Figura 18. Pasos para hacer un contraste de hipótesis para la diferencia de 
proporciones 


Los resultados de la figura 19 muestran el p-valor = 0,000 < 0,05. Esto indica que 


podemos rechazar la hipótesis nula y concluimos que la proporción de peticiones 


con tiempo de espera aceptable es diferente para los dos servidores. 


Figura 19. Resultados del contraste de diferencia de proporciones. Minitab 


1.3. Contrastes de hipótesis de comparación de varianzas 


Uno de los contrastes desarrollados en el apartado 1.1 para la comparación de 


medias poblacionales depende del supuesto de igualdad de las dos varianzas 


poblacionales. Aunque en muchas aplicaciones prácticas este es un supuesto 


razonable, conviene usar los datos disponibles para contrastar su validez. 


Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Stat > Basic 
Statistics > 2-Proportions y se 
rellenan los campos en la ven- 
tana correspondiente. 
Summarized data (1) 
First: 
Events: 6 Trials: 50 
Second: 
Events: 31 Trials: 50 
Seleccione Options (2) y se re- 
llenan los campos: 
Confidence level: 95,0 
Alternative: not equal 
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En este apartado consideramos el caso de dos muestras aleatorias indepen- 


dientes de poblaciones normales y contrastaremos la igualdad de varianzas 


poblacionales. 


Sea 
la varianza muestral de una muestra de n1 observaciones de una población 


normal con varianza 
, y 
la varianza muestral de una muestra independien- 


te de n2 observaciones de una población normal con varianza 
. Siempre que 


las dos varianzas poblacionales sean iguales ( 
= 
). La distribución de la rela- 


ción de las dos varianzas de las muestras 
está definida por el estadístico F 


que sigue una distribución F de Snedecor con n1 – 1 grados de libertad para el 


numerador y n2 – 1 grados de libertad para el denominador, 


Contraste de igualdad de varianzas de dos poblaciones normales 


Ahora nos interesa contrastar la hipótesis nula que asegura que las varianzas 


de las poblaciones son iguales 
, es decir, la varianza de la población 1 


es igual a la varianza de la población 2. Primero fijaremos el nivel de significa- 


ción  del contraste. 


Hipótesis alternativa, puede ser: 


• 
Bilateral: H1: 
, las varianzas de las dos poblaciones son distintas. 


• 
Unilateral: H1: 
, la varianza de la población 1 es mayor que la va- 


rianza de la población 2. 


• 
Unilateral: H1: 
, la varianza de la población 1 es menor que la va- 


rianza de la población 2. 


Bajo el supuesto de la hipótesis nula cierta H0: 
, el estadístico de con- 


traste es: 


Regla de decisión del contraste de hipótesis 


Una vez que se ha calculado el valor del estadístico de contraste, se debe de- 


terminar el p-valor. El p-valor depende de la hipótesis alternativa planteada. 


• 
Si H1: 
, entonces p-valor 
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• 
Si H1: 
, entonces p-valor 


• 
Si H1: 
, entonces p-valor 


• 
Si p-valor   se rechaza H0 


Ejemplo 4. “Variabilidad de procesadores de texto”. 


Queremos comparar dos tipos de procesadores de textos: el LaTeX y el OpenOffi- 


ce. Para hacerlo, consideramos textos más o menos de la misma longitud y 


contamos la variabilidad del espacio que deja cada procesador entre las pala- 


bras. En el caso del LaTeX, consideramos diez textos y obtenemos que la des- 


viación estándar muestral del espacio que deja es de 2,5 mm, mientras que 


para el OpenOffice consideramos quince textos y obtenemos que la desvia- 


ción estándar muestral del espacio que deja es de 3,5 mm. Suponiendo nor- 


malidad, ¿podemos afirmar que los dos procesadores de textos tienen la 


misma variabilidad en el espacio que dejan entre palabras? 


Para contestar a la pregunta hemos de realizar un contraste de igualdad de va- 


rianzas. 


El contraste de hipótesis es: 


Fijamos el valor de  = 0,05. 


El estadístico de contraste vale: 
Los valores de 
y 


son, respectivamente, 
= 6,25 y 
. 


El estadístico F sigue la distribución F de Fisher-Snedecor con 9 y 14 grados de 


libertad. El valor del estadístico de contraste será: 


Los valores críticos serán: 


. 


Para calcular los valores críticos utilizaremos la tabla F o mediante un software 


estadístico. 


Como F0,0,25,9,14 < F* < F0,975,9,14 aceptamos la hipótesis nula y concluimos 


que las varianzas son iguales. Luego los dos procesadores tienen la misma va- 


2 
2 


1 
2 
 
  
 
 
1, 
1 
2 1 
* 
n 
n 
P F 
F 
 
 
 
 


2 
2 


1 
2 
 
  
 
 
1, 
1 
1 
2 
* 
n 
n 
P F 
F 
 
 
 


 
  


 
  


2 
2 
0 


2 
2 
1 


: 


: 


LaTeX 
OpenOffice 


LaTeX 
OpenOffice 


H 


H 


2 


2 
* 
. 
LaTeX 


OpenOffice 


s 
F 
s 
 
2 
LaTeX 
s 


2 
OpenOffice 
s 
2 
LaTeX 
s 
2 
12,25 
OpenOffice 
s 
 


6,25 
* 
0,51. 
12,25 
F  
 


1 
2,9,14 
0,975,9,14 
2 
0,025,9,14 
0,265 y 
= 
3,21 
F 
F 
F 
F 
 
 
 
 
 


CC-BY-SA • PID_00161060 
29 
Inferencia de información para dos o más poblaciones 


riabilidad en el espacio que dejan entre palabras. Si quisiéramos realizar el con- 


traste con el p-valor, éste valdría: 
Como es 


mucho mayor que 0,05, aceptamos la hipótesis nula y llegamos a la misma 


conclusión. 


En el ejemplo 1. “Comparación de las medias del tiempo de respuesta de 


dos servidores”, cuando realizamos el contraste de diferencia de medias con 


Minitab no presupusimos que las varianzas fueran iguales. Ahora realizaremos 


un contraste para comparar las dos varianzas y ver si son iguales. 


Las hipótesis nula y alternativa son: 


Fijamos  = 0,1. El estadístico de contraste es: 
donde 
y 
son 


respectivamente, las varianzas de los tiempos de espera de los servidores A y 


B. La distribución de F es la de la F de Snedecor con 50 – 1 = 49 grados de li- 


bertad en el numerador y 50 – 1 = 49 grados de libertad en el denominador. 


Se resolverá el problema con Minitab. Los resultados de Minitab se muestran 


en la figura 20. 


Figura 20. Resultados del contraste de varianzas. Minitab 


Podemos ver que como el p-valor es prácticamente cero, hemos de rechazar la 


hipótesis nula, es decir, no podemos considerar que las varianzas sean iguales. 


Por esa razón cuando hicimos el contraste de diferencia de medias no asumi- 


mos que las varianzas fueran iguales. 
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Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Stat > Basic 
Statistics >2-Variances y se re- 
llenan los campos en la venta- 
na correspondiente. 
En el cuadro de dialogo se 
completan los campos: 
Samples in different colums: 
First: 
TA 
Second: TB 
Seleccionad Options, comple- 
tad los campos: 
Confidence level: 90,0 
Title: Contraste de igualdad de 
varianzas 
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Minitab también nos ha proporcionado el siguiente gráfico para el contraste 


de igualdad de varianzas: 


Figura 21. Resultados del contraste de igualdad de varianzas. Minitab 


La figura 21 presenta un gráfico con los intervalos de confianza de las varian- 


zas de las dos poblaciones, se observa que los intervalos son distintos y no se 


solapan. El p-valor del test F indica que se rechaza la hipótesis de igualdad de 


varianzas. 


En el gráfico de boxplot se ve claramente que la variabilidad del tiempo de es- 


pera del servidor A es mucho más pequeña que la del servidor B. 
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2. Comparación de grupos mediante ANOVA 


En el apartado anterior se presentaron algunos de los contrastes de hipótesis 


que se usan habitualmente para determinar si existen diferencias significativas 


entre dos poblaciones o grupos de individuos. En ocasiones, sin embargo, se 


deseará comparar más de dos poblaciones o grupos entre sí, para lo cual se em- 


plearán las técnicas de analysis of variance (ANOVA) que se introducen en 


este apartado. 


Así, por ejemplo, las técnicas ANOVA se podrían aplicar para dar respuestas a 


preguntas como las siguientes: 


• 
¿Existen diferencias significativas entre la duración media de los juicios se- 


gún el tipo de delito cometido (homicidio, abuso sexual, robo, piratería, 


fraude fiscal, etc.)? 


• 
¿Existen diferencias significativas entre el gasto anual promedio en tecno- 


logía según la franja de edad a la que pertenezca el individuo (niño, joven, 


adulto, anciano)? 


• 
¿Existen diferencias significativas entre el número medio de alumnos y or- 


denadores por centro escolar entre los diferentes países de la eurozona? 


• 
¿Existen diferencias significativas entre el número medio de autocitas a re- 


vistas científicas según la editorial (Elsevier, Inderscience, Taylor & Francis, 


IGI Global, etc.)? 


• 
¿Existen diferencias significativas entre el consumo medio de combustible 


según el modelo de automóvil usado (deportivo, turismo, todoterreno, 


monovolumen, etc.)? 


• 
¿Existen diferencias significativas entre la calidad media (medida a partir de 


unos parámetros definidos) de los resultados de búsquedas en línea según el 


tipo de motor usado (Google, Microsoft Bing, Yahoo!, etc.)? (figura 22) 


Figura 22. ANOVA permite comparar la calidad media de diferentes servicios 


Nota 


El acrónimo ANOVA viene del 
término analysis of variance 
(análisis de la variación existen- 
te entre las distintas medias 
consideradas, para ver si exis- 
ten diferencias significativas 
entre las mismas). 


Observad 


Los ejemplos que se presentan 
en este capítulo se caracterizan 
porque la pertenencia a una po- 
blación o a otra depende de un 
único factor (tipo de delito, fran- 
ja de edad, país, editorial, mode- 
lo de automóvil, motor de 
búsqueda, etc.). En estos casos, 
se usa ANOVA de un único fac- 
tor (en inglés one-way ANOVA o 
single-factor ANOVA). Sin em- 
bargo, existen también técnicas 
ANOVA para el caso en que los 
grupos vengan determinados 
por dos factores (p. ej.: tipo de 
delito y solvencia económica del 
acusado, franja de edad y clase 
social, etc.). 
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2.1. Comparaciones de varias medias 


Cuando se desean comparar entre sí las medias correspondientes a más de dos 


poblaciones o grupos de individuos, se podría pensar en comparar dichas me- 


dias dos a dos mediante un contraste de hipótesis para dos poblaciones. Así, 


por ejemplo, en el caso de tres poblaciones se podría pensar en realizar una 


serie de tests t de hipótesis para comparar las distintas medias entre sí: un pri- 


mer test t para comparar las medias de las poblaciones 1 y 2, otro para com- 


parar las medias de las poblaciones 1 y 3, y otro para comparar las medias de 


las poblaciones 2 y 3. Sin embargo, esta aproximación tiene un grave proble- 


ma: si para cada test t se usa un nivel de significación  (generalmente se usa 


 = 0,05), entonces la probabilidad de cometer un error de tipo I es  en cada 


test; en tales condiciones, se puede comprobar que la probabilidad de cometer 


un error de tipo I en el global de los tres tests sería de 
(si  = 0,05 


dicha probabilidad sería de, aproximadamente, 0,14). En otras palabras, com- 


parando las medias dos a dos se está realizando un test global con una proba- 


bilidad de error de tipo I mucho mayor que la prevista inicialmente para cada 


test individual. Para evitar este problema se pueden usar las técnicas ANOVA, 


que permiten realizar un único test global con una probabilidad de error de 


tipo I determinada (generalmente  = 0,05). 


El test F de ANOVA 


A fin de comparar las medias correspondientes a k poblaciones o grupos de in- 


dividuos distintos ( 
), se puede plantear el siguiente contraste de hipóte- 


sis, donde el símbolo i representa la media de la población i-ésima para 


: 


(1) 


En otras palabras, la hipótesis nula, H0, sostiene que no hay diferencias signi- 


ficativas entre las distintas medias poblacionales, mientras que la hipótesis al- 


ternativa, Ha, sostiene todo lo contrario, p. ej.: que las medias sí son 


significativamente distintas. Es importante observar aquí que la hipótesis nula 


no dice que todas las medias sean significativamente distintas entre sí, sino 


simplemente que no todas las medias son iguales, aunque puede haber algu- 


nas de ellas que sí lo sean (podría ocurrir, por ejemplo, que 
y 


pero siendo 
). Por tanto, si se concluyese que no todas las medias son 


iguales, cabría realizar un análisis posterior para determinar cuáles de ellas son 


diferentes entre sí. 


El contraste de hipótesis (1) se llama test F de ANOVA, y generalmente se recurre 


al uso de algún software estadístico para resolverlo, es decir, para obtener el p- 


valor asociado al test. A partir de dicho p-valor corresponde al investigador de- 


Recordad 


Un error de tipo I consiste en 
rechazar la hipótesis nula cuan- 
do resulta que ésta es cierta. En 
este caso, la hipótesis nula sería 
que las medias son coinciden- 
tes. 


 
  3 
1 
(1 
) 


3 
k  


1,2,..., 
i 
k 
 


   
 
  
 
 
 


 
0 
1 
2 
: 
(todas las medias son iguales) 


: no todas las medias son iguales 


k 


a 


H 


H 


Software estadístico 


En la actualidad existe una 
gran variedad de programas 
estadísticos o de análisis de 
datos de gran calidad, tanto 
comerciales (Minitab, SPSS, 
MS Excel, SAS, S-Plus, etc.) 
como de código abierto (R, 
Calc de Open Office, etc.). 
   
1 
2 
 
  
2 
3 


   
1 
3 
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terminar si ha sido posible encontrar suficientes evidencias para rechazar la hi- 


pótesis nula o si, por el contrario, los datos empíricos parecen no estar en 


contradicción con la hipótesis nula y, por tanto, se acepta ésta como válida. 


Como en cualquier otro tipo de contraste estadístico, antes de resolver el test se 


suele fijar un valor de significación,  (por lo general  = 0,05 o bien  = 0,01). 


Una vez obtenido el p-valor, si 
se rechaza la hipótesis nula; en caso 


contrario no hay indicios suficientes para hacerlo y, por tanto, se aceptará la hi- 


pótesis nula como válida. La elección del valor concreto para  dependerá del 


nivel de confianza, 
, que se desee que tenga la decisión final sobre la acep- 


tación o no de la hipótesis nula. Así, por ejemplo, un  = 0,05 implicará un nivel 


de confianza en la decisión final del 95%, mientras que un  = 0,01 implicará un 


nivel de confianza en la decisión final del 99%. El problema de seleccionar nive- 


les de confianza excesivamente elevados (superiores al 99% o, lo que es lo mis- 


mo, valores de  inferiores a 0,01) es que entonces el contraste de hipótesis se 


vuelve excesivamente “conservador”, de manera que sólo cuando las evidencias 


empíricas en contra de la hipótesis nula son totalmente abrumadoras (es decir, 


sólo cuando las diferencias entre algunas de las medias son desproporcionadas), 


es posible obtener un p-valor más pequeño o igual que . Por ese motivo, en la 


mayoría de los casos prácticos se suele usar el valor  = 0,05 o bien  = 0,01. 


Ejemplo de aplicación de ANOVA: comparando el número medio de 


accesos a contenidos en línea según la posición del enlace en el portal 


En un portal web de acceso a publicaciones en línea, se sospecha que la posi- 


ción que ocupa el enlace a una determinada base de datos afecta al número de 


consultas diarias que ésta recibe. Para comprobarlo, se han seleccionado al azar 


un total de 13 días laborables de un mes y, para cada uno de ellos, se ha con- 


tabilizado el número de accesos recibidos. La tabla 4 muestra los valores obte- 


nidos, los cuales han sido agrupados según la posición diaria del enlace (en el 


encabezado de la página, en el margen derecho o en el margen izquierdo). 


Tabla 4. Accesos a una base de datos según la posición del enlace 


¿Se puede afirmar que hay diferencias significativas entre las distintas me- 


dias?, es decir: ¿depende el número medio de consultas diarias de la posición 


que ocupe el enlace? 


Posición del enlace 


Encabezado (1) 
Derecha (2) 
Izquierda (3) 


10 
7 
3 


12 
6 
3 


10 
7 
5 


9 
8 
4 


7 


Total 
41 
45 
15 


Media 
= 10,25 
= 7,0 
= 3,75 


 
  
p 
valor 


  
1 


1 
x 
2 
x 
3 
x 
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Como primera aproximación a este problema, se puede optar por generar un 


diagrama de cajas y bigotes (boxplot) para cada uno de los grupos de datos. La 


figura 23 muestra dicho diagrama que incluye además una línea uniendo las 


respectivas medias. Se aprecian claras diferencias entre los tres grupos consi- 


derados, tanto a nivel de boxplots como a nivel de las respectivas medias. 


Figura 23. Boxplot del número de consultas para cada posición 


Sin embargo, para contestar de forma contundente a las preguntas anteriores, 


resulta necesario realizar un test F de ANOVA. El contraste de hipótesis se pue- 


de formular como sigue: 


Para resolver dicho contraste, se fijará un valor de significación  = 0,05 y se 


recurrirá al uso de software estadístico para obtener el p-valor correspondiente 


a las observaciones de la tabla 4. 


La figura 24 muestra los pasos básicos necesarios para generar un análisis 


ANOVA con el programa Minitab. Por su parte, la figura 24 muestra el output 


generado para los datos de este ejemplo. Se observa que el valor resultante para 


el estadístico del contraste es F = 44,47. El estadístico F es una variable aleatoria 


que se comporta según una distribución F-Snedecor con 2 grados de libertad 


en el numerador (DF Factor) y 10 grados de libertad en el denominador (DF 


Error). El p-valor no es más que la probabilidad de que una variable aleatoria 


con esas características supere el valor observado para el estadístico de contras- 


te, p. ej.: p-valor = P(F2,10 > 44,47). Según se observa en el output, en este caso 


se obtiene p-valor = 0,000. Dado que el p-valor es mucho menor que el nivel 


de significación escogido (p-valor = 0,000 < 0,05 = ), se concluye que los datos 


obtenidos parecen contradecir la hipótesis nula y, por tanto, ésta se debe re- 


chazar. Así pues, hay indicios claros para pensar que no todas las medias son 


 
 
 
 
 


0 
1 
2 
3 
: 


: no todas las medias son iguales 
a 


H 
x 
x 
x 


H 
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iguales, p. ej.: que el número medio de consultas diarias sí depende de la po- 


sición que ocupe el enlace. 


Figura 24. Pasos a seguir para realizar un análisis ANOVA en Minitab 


Figura 25. Output ANOVA de Minitab para la comparativa de posiciones 


En la segunda parte del output Minitab se representa cada una de las medias 


junto con su respectivo intervalo de confianza para un nivel de confianza del 


95%. Se observa que los intervalos son disjuntos (no se solapan), lo que signi- 


fica que las observaciones aportan evidencias de que las tres medias son signi- 


ficativamente distintas. En general, sin embargo, el hecho de que todas las 


medias no sean iguales no implicará necesariamente que todas sean distintas 


(es decir, podría haber intervalos que se solapasen y otros que no). 


Pasos a seguir 


Una vez introducidos los datos 
en el programa (1), se sigue la 
ruta Stat > ANOVA > One-Way 
(Unstacked) (2) y se seleccio- 
nan las variables en la ventana 
de ANOVA (3). Más adelante 
se hará uso de la opción 
Graphs de esta ventana (4). 
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La figura 26 muestra el correspondiente output ANOVA que ofrece Microsoft 


Excel. Se observa el mismo valor para el estadístico F = 44,47, así como un 


p-valor = 1,0543E-05 (es decir, p-valor = 0,00001543 o, redondeando, p-valor 


= 0,000). 


Figura 26. Output ANOVA de Excel para la comparativa de posiciones 


Ejemplo de aplicación de ANOVA: comparando promedios de resultados 


válidos ofrecidos por un motor de búsqueda según el algoritmo empleado 


Los desarrolladores de un nuevo motor de búsqueda especializado en recursos 


de investigación están probando tres algoritmos distintos de recuperación de 


la información. Para comprobar si el promedio de resultados válidos que pro- 


porciona cada algoritmo es el mismo en los tres casos, se han realizado unas 


pruebas aleatorias con cada uno de ellos. La tabla 5 muestra las observaciones 


que se han obtenido tras realizar las pruebas. 


Tabla 5. Resultados válidos obtenidos con cada algoritmo 


¿Se puede afirmar que hay diferencias significativas entre los distintos prome- 


dios?, es decir: ¿depende el promedio de resultados válidos obtenidos del al- 


goritmo que implemente el motor de búsqueda? 


Nuevamente, para responder adecuadamente a estas preguntas resulta necesa- 


rio llevar a cabo un test F de ANOVA. Como paso previo, sin embargo, pode- 


Nota 


Para poder realizar ANOVA con 
MS Excel, es necesario instalar 
previamente un complemento 
llamado “Análisis de datos”. 
Usando Google o cualquier 
otro buscador es fácil encon- 
trar información detallada so- 
bre el proceso de instalación. 
También existe un comple- 
mento similar para Open Offi- 
ce Calc. 


Algoritmo 


SR-GCWS 
SS-NEH 
Híbrido 


12 
10 
16 


10 
17 
14 


18 
16 
16 


12 
13 
11 


14 
20 


21 


Total 
66 
56 
98 


Media 
= 13,20 
= 14,00 
= 16,33 
1 
x 
2 
x 
3 
x 
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mos graficar los correspondientes boxplots. Como se observa en la figura 27, en 


este caso las diferencias entre los distintos grupos no parecen ser excesivas, si 


bien el algoritmo híbrido parece haber proporcionado resultados ligeramente 


superiores al resto. 


Figura 27. Boxplot del número de resultados válidos para cada algoritmo 


A fin de comprobar si las diferencias entre los promedios son o no estadística- 


mente significativas, se formula el siguiente contraste ANOVA: 


Nuevamente se hará uso de un nivel de significación  = 0,05 (es decir, el nivel 


de confianza usado es del 95%). Las figuras 28 y 29 muestran, respectivamen- 


te, los output Minitab y Excel para este ejemplo. 


Figura 28. Output ANOVA de Minitab para la comparativa de algoritmos 


 
 
 
 
 


0 
1 
2 
3 
: 


: no todas las medias son iguales 
a 


H 
x 
x 
x 


H 
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Figura 29. Output ANOVA de Excel para la comparativa de algoritmos 


En ambos outputs se observa un valor del estadístico F = 1,29. En esta oca- 


sión, dicho estadístico es una variable aleatoria que se distribuye según una 


F-Snedecor con 2 grados de libertad en el numerador (DF Factor) y 12 en el 


denominador (DF Error). La probabilidad de que una variable como esta al- 


cance o supere el valor 1,29 obtenido por el estadístico es de 0,312, que es 


precisamente el p-valor que se observa en ambos outputs. Puesto que p-valor 


= 0,312 >  = 0,05, no parece que haya indicios suficientes como para re- 


chazar la hipótesis nula. En otras palabras, los datos observados parecen es- 


tar en sintonía con la hipótesis nula, por lo que aceptaremos la hipótesis 


de que los promedios de resultados válidos son equivalentes para los tres 


algoritmos, sin que haya diferencias estadísticamente significativas entre 


ellos. 


De hecho, en la segunda parte del output Minitab se observa que los intervalos 


de confianza para las tres medias se solapan parcialmente, lo que significa que 


para un nivel de confianza del 95% no se puede afirmar que haya diferencias 


significativas entre dichas medias. 


2.2. La lógica del contraste ANOVA 


Cuando mediante un experimento aleatorio se recogen una serie de datos (ob- 


servaciones) y estos son clasificados en varios grupos o niveles según un factor 


determinado (franja de edad, clase social, etc.), se pueden analizar dos tipos 


distintos de varianza en las observaciones (figura 30): 


• 
Por un lado, la variación existente entre los distintos grupos o niveles (p.ej.: 


la variación entre las respectivas medias de cada grupo). Esta se conoce 


como “variación entre-grupos” o “MS Factor”. 


• 
Por otro, la variación existente dentro de cada grupo o nivel. Esta se conoce 


como “variación intra-grupos” o “MS Error”. 
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Figura 30. Variación entre-grupos y variación intra-grupos 


En el fondo, lo que hace el test ANOVA es comparar las dos medidas de varia- 


bilidad, la variación entre-grupos (MS Factor) y la variación intra-grupos (MS 


Error). Si ocurre que el MS Factor es significativamente mayor que el MS Error 


(figura 31), entonces el test concluirá que las medias de los distintos grupos 


no son iguales en todos los casos (lo que implica que no todos los datos per- 


tenecen a un mismo grupo o, lo que es lo mismo, que el valor de las observa- 


ciones sí depende del factor considerado). Si, por el contrario, el MS Factor no 


es significativamente mayor que el MS Error (figura 32), entonces el test con- 


cluirá que no se aprecian diferencias significativas entre las medias de los dis- 


tintos grupos (en otras palabras, que las observaciones parecen proceder todas 


de un único grupo o, lo que es lo mismo, que las observaciones no parecen 


depender del factor considerado). 


Figura 31. La variación entre-grupos es mayor que la intra-grupos 
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Figura 32. La variación entre-grupos es menor que la intra-grupos 


En la figura 25 (output ANOVA de Minitab) se observan los valores MS Factor 


= 42,250 y MS Error = 0,950. Es decir, en este caso la variación entre-grupos 


(MS Factor) es mucho mayor que la variación intra-grupos (MS Error), lo que 


ya deja entrever que, probablemente, el test concluya que no todas las medias 


son iguales. Pero, ¿cómo llega el test a la conclusión final? La figura 33 ayuda 


a entender mejor cómo funciona el test F de ANOVA: 


a) Por un lado, a partir de los valores obtenidos para MS Factor y MS Error se 


calcula el estadístico de contraste 
. 


En este caso, F = 44,47. 


b) Por otra parte, se sabe que si la hipótesis nula fuese cierta (p. ej.: si todas las 


medias son iguales), este estadístico F sería una variable aleatoria que seguiría 


una distribución F-Snedecor con k – 1 grados de libertad en el numerador (DF 


Factor), y n – k grados de libertad en el denominador (DF Error), siendo k el 


número de grupos o niveles y n el número total de observaciones. 


En el ejemplo de la figura 25, DF Factor = 2 y DF Error = 10. Ahora bien, ¿cuál 


es la probabilidad de que una variable aleatoria F-Snedecor (2, 10) alcance un 


valor como el obtenido por el estadístico de contraste F? En otras palabras, ¿es 


razonable pensar que una F-Snedecor (2,10) haya alcanzado un valor de 


44,47? La probabilidad de que esto ocurra nos la proporciona el p-valor. De 


esta manera, un p-valor “pequeño” (inferior al nivel de significación ) se pue- 


de interpretar como una probabilidad demasiado baja de que una F-Snedecor 


(2, 10) pueda dar el valor obtenido para F, lo que pone en entredicho la supo- 


sición inicial de que la hipótesis nula era cierta. Por otra parte, un p-valor 


“grande” (superior al nivel de significación ) se puede interpretar como una 


MS Factor 
F 
MS Error 
 
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probabilidad aceptable de que, en efecto, una F-Snedecor (2, 10) tome dicho 


valor y, por tanto, no habría evidencias para dudar de la hipótesis nula. 


Figura 33. Funcionamiento interno del test F de ANOVA 


2.3. Las hipótesis del modelo ANOVA 


Como cualquier otra técnica de inferencia estadística, el contraste ANOVA se 


puede usar con garantías, para comparar poblaciones o grupos, sólo si se cum- 


plen unas determinadas condiciones de entorno o supuestos básicos: 


1) Las observaciones son independientes entre sí y constituyen, para cada po- 


blación o grupo, una muestra aleatoria. 


2) Las observaciones de cada población o grupo siguen una distribución 


aproximadamente normal. 


3) Las observaciones de cada población o grupo tienen una varianza 
, que 


es aproximadamente la misma para todos los grupos. 


El primer supuesto garantiza que las muestras son aleatorias e independientes, 


lo que es un requisito común en las técnicas de inferencia estadística. Si las 


muestras no fuesen aleatorias o las observaciones no fuesen independientes, 


la información que se generaría estaría sesgada y, por tanto, no sería válida. Es 


función del investigador garantizar, durante la fase de diseño del experimento 


y posterior recogida de datos, que se cumple este supuesto. 


Observad 


que cuando el valor obtenido 
para el estadístico F a partir de 
las observaciones no es cohe- 
rente con lo que cabría esperar 
de una F-Snedecor (k – 1, 
n – k), entonces lo que está fa- 
llando es la suposición inicial de 
que la hipótesis nula es cierta. 


2 
 
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Por lo que respecta al supuesto segundo (normalidad de los datos), éste se suele 


comprobar mediante la realización de un gráfico de normalidad para el con- 


junto de los datos. La figura 34 muestra dicho gráfico para el ejemplo anterior 


de los algoritmos. Siempre que los puntos (que representan a las observacio- 


nes) estén razonablemente cerca de la línea recta (que representa a la distribu- 


ción normal) y no muestren un patrón de comportamiento extraño, no hay 


motivos para sospechar que falla el supuesto de normalidad. Si se observase al- 


gún patrón de comportamiento anómalo (e.j.: muchos puntos excesivamente 


alejados de la línea o bien muchos puntos consecutivos situados al mismo 


lado de la línea), entonces el supuesto de normalidad quedaría en entredicho. 


Para el ejemplo de los algoritmos, no se observa en el gráfico nada extraño y, 


por tanto, se puede validar el supuesto de normalidad de los datos. 


Figura 34. Gráfico de normalidad para los datos del ejemplo de algoritmos 


Finalmente, por lo que respecta al supuesto de varianza constante, este se suele 


comprobar o bien calculando las desviaciones estándar de las muestras para 


verificar que no hay grandes diferencias entre ellas (figura 35), o bien median- 


te un gráfico que permita comparar visualmente la dispersión de los datos en 


cada grupo (figura 36). En el caso del ejemplo de los algoritmos no se observan 


diferencias sustanciales entre las varianzas de los distintos grupos, lo que per- 


mite validar el supuesto de varianza constante. 


Figura 35. La columna StDev permite estimar la varianza de cada grupo 


Pasos a seguir 


Este tipo de gráfico se puede 
obtener con Minitab sin más 
que marcar la casilla “Normal 
plot of residuals” en las opcio- 
nes de Graphs de la ventana 
ANOVA (figura 24). 


Recordad 


La varianza, 2, es el cuadrado 
de la desviación estándar o tí- 
pica, . Por lo general, el valor 
exacto de la varianza poblacio- 
nal, 2, será desconocido, pero 
dicho valor se puede estimar 
mediante la varianza de la 
muestra, s2. 
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Figura 36. El gráfico muestra la dispersión de cada grupo 


Ejemplo de aplicación de ANOVA: comparando valoraciones medias en 


un cuestionario de escala Likert según el perfil de los encuestados 


En una universidad se ha implementado recientemente un nuevo servicio 


online que facilita el acceso a recursos didácticos complementarios. Se desea 


conocer la opinión de los estudiantes sobre este nuevo servicio y, en parti- 


cular, si existen diferencias significativas en la valoración media del servicio 


según la titulación a la que pertenezca el estudiante. Para ello, un investiga- 


dor ha seleccionado al azar cinco estudiantes de cada uno de los principales 


estudios que se ofrecen y les ha pedido que rellenen un cuestionario de eva- 


luación del servicio. El cuestionario usa una escala Likert entre 1 (mínima va- 


loración) y 7 (máxima valoración). Los resultados obtenidos se muestran en 


la tabla 6. 


Tabla 6. Valoraciones obtenidas según perfil del estudiante 


La figura 37 muestra el output Minitab correspondiente a los estadísticos des- 


criptivos para cada grupo o nivel de observaciones. A simple vista parecen 


apreciarse diferencias considerables entre la máxima valoración media (CC. 


Información, con 5,4) y la mínima (Psicología, con 2,8). El boxplot de la figura 


38 también apunta a la posibilidad de que las valoraciones medias del servicio 


Pasos a seguir 


Este tipo de gráfico se puede 
obtener con Minitab sin más 
que marcar la casilla “Residuals 
versus fits” en las opciones de 
Graphs de la ventana ANOVA 
(figura 24). 


Estudios 


CC. Información 
CC. Empresariales 
Ing. Informática 
Derecho 
Psicología 


6 
4 
5 
4 
3 


5 
4 
4 
4 
3 


5 
3 
4 
5 
2 


7 
3 
6 
4 
4 


4 
2 
2 
6 
2 
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puedan depender del perfil del estudiante, no siendo las mismas para todas las 


titulaciones. 


Figura 37. Estadísticos descriptivos de las valoraciones por grupo 


Figura 38. Boxplot para las valoraciones del servicio por titulación 


Para poder corroborar o desmentir estas impresiones visuales de una forma 


más científica, se opta por realizar un test F de ANOVA con un nivel de signi- 


ficación  = 0,01 (es decir, en este caso se opta por usar un nivel de confianza 


del 99%). 


La figura 39 muestra el output ANOVA de Minitab, en el que se aprecia un MS 


Factor = 5,54 (variación entre-grupos), un MS Error = 1,14 (variación intra-gru- 


pos) y un valor para el estadístico de contraste F = 5,54 / 1,14 = 4,86. En el su- 


puesto de que la hipótesis nula fuese cierta, este estadístico seguiría una 


distribución F-Snedecor con 4 grados de libertad en el numerador (DF Factor) 


y 20 grados de libertad en el denominador (DF Error). La probabilidad de que 


una variable aleatoria F-Snedecor (4, 20) tome un valor igual o superior a 4,86 


es 0,007 (p-valor). Esta probabilidad es extremadamente baja (más baja que el 


valor de significación fijado), lo cual pone en entredicho el supuesto inicial de 


que la hipótesis nula era cierta. En otras palabras: puesto que p-valor <  hay 


que rechazar la hipótesis nula. Así, pues, según las evidencias empíricas en- 


contradas, se puede afirmar con un 99% de confianza que las valoraciones me- 


dias de los grupos no son todas iguales. 
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Figura 39. Output ANOVA de Minitab para la comparativa de valoraciones 


La segunda parte del output Minitab ofrece los intervalos de confianza, a un 


nivel de confianza del 99% en este caso, para cada una de las medias. Se 


observa cómo los intervalos más extremos, p. ej.: los correspondientes a 


CC. Información y Psicología, no se solapan por muy poco. Esto es lógico, 


puesto que el p-valor = 0,007 está muy cercano al valor de significación es- 


cogido 
= 0,01. Si el p-valor hubiera sido todavía menor, ambos intervalos 


estarían claramente separados. Si, por el contrario, el p-valor hubiera sido 


mayor, ambos intervalos se solaparían parcialmente como ocurre en el res- 


to de los casos. 


Antes de dar por definitivas las conclusiones anteriores, conviene validar 


que se cumplen los supuestos básicos de normalidad y varianza constante 


de los datos. La figura 40 muestra el gráfico de normalidad correspondiente 


a las observaciones. No parecen observarse patrones extraños ni demasia- 


dos puntos excesivamente alejados de la recta, por lo que se aceptará como 


válido el supuesto de normalidad. Por su parte, la figura 41 muestra el grá- 


fico de dispersión de cada grupo. Tampoco se observan grandes diferencias 


entre las dispersiones de los distintos niveles, por lo que se aceptará como 


válido el supuesto de varianza constante entre los distintos grupos. 


Atención 


Para evitar confusiones en la 
segunda parte del output, es 
importante fijar bien el nivel de 
confianza (1 – ) en la ventana 
ANOVA (figura 24), de mane- 
ra que éste se corresponda con 
el nivel de significación  esco- 
gido en cada caso. 


 
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Figura 40. Gráfico de normalidad de las valoraciones registradas 


Figura 41. Gráfico de dispersión de cada grupo 
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Resumen 


En este módulo se han presentado las principales técnicas estadísticas que per- 


miten comparar estadísticamente dos o más grupos y discernir si existen o no 


diferencias significativas entre ellos. En el caso de dos grupos, se usa un con- 


traste de hipótesis basado en la t-Student (si se están comparando dos medias) 


o en la normal (si se están comparando dos proporciones).Por último, se han 


estudiado procedimientos que se pueden aplicar para hacer inferencias acerca 


de varianzas poblacionales. Se presentó la distribución F, para emplearla en 


pruebas de hipótesis acerca de las varianzas de dos poblaciones normales. 


En el caso de tres o más grupos, se usa un test ANOVA basado en la F-Snedecor. 


Conviene tener siempre muy presente que lo más importante de un test de hi- 


pótesis no son los cálculos matemáticos que subyacen al mismo (en gran parte 


porque dichos cálculos se pueden automatizar mediante el uso de software), 


sino la correcta interpretación de los resultados obtenidos y la credibilidad de 


los mismos, que dependerá de que se cumplan o no los supuestos necesarios 


para poder aplicar cada una de las técnicas de inferencia vistas en este módulo. 


Si bien el ordenador puede ser muy útil efectuando los cálculos matemáticos 


con precisión y rapidez, es responsabilidad del investigador saber interpretar 


los resultados y comprobar la validez de los supuestos. 
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Ejercicios de autoevaluación 


1) Se estudia el impacto que causa la reubicación forzada sobre la buena vecindad. Se entre- 
vista a seis individuos tanto antes como después de que se les obligara a mudarse. Las entre- 
vistas producen las siguientes puntuaciones: 


Realizad un contraste de hipótesis al nivel de confianza del 95%. 


2) De una muestra de ochenta y cinco mensajes de correo con virus que llegan al servidor de 
nuestra empresa, nuestro programa KILLVIRUS instalado en el servidor sólo ha detectado 
veinticinco. Las especificaciones del programa decían que el programa detectaba más del 
40% del correo con virus. ¿Estáis de acuerdo con los resultados obtenidos con las especifica- 
ciones del programa? (considerad = 0,1). Hallad el p-valor del contraste. 


3) Queremos comparar la eficiencia de dos compiladores de dos sistemas de indización dife- 
rentes: A y B. Para hacerlo, se diseñan ocho programas en cada uno de los dos sistemas y se 
mide el tiempo de ejecución que tarda cada uno de los programas para resolver ocho proble- 
mas determinados de optimización. Los resultados se muestran en la tabla siguiente: 


¿Podemos asegurar a partir de los datos anteriores que el compilador del sistema A es más 
eficiente que el compilador del sistema B? (considerad = 0,05). Hallad el p-valor del con- 
traste. 


4) Dos empresas, A y B, quieren comprar un dispositivo de almacenamiento para realizar co- 
pias de seguridad. Antes de hacer la compra se hace un estudio de cuántos gigas necesitarían 
para realizar la copia. Este estudio consiste en calcular durante diez días toda la información 
de la empresa necesaria para la copia de seguridad. Los resultados se muestran en la tabla si- 
guiente: 


Entrevistado 
Antes 
Después 


1 
2 
1 


2 
1 
2 


3 
3 
1 


4 
3 
1 


5 
1 
2 


6 
4 
1 


Problema de 
optimización a 
resolver 


Tiempo de ejecución usado 
por el ejecutable compilado 
con el sistema A (en segundos) 


Tiempo de ejecución usado 
por el ejecutable compilado 
con el sistema B (en segundos) 


P1 
1,2 
1,4 


P2 
1,3 
1,7 


P3 
1,5 
1,5 


P4 
1,4 
1,3 


P5 
1,7 
2,0 


P6 
1,8 
2,1 


P7 
1,4 
1,7 


P8 
1,3 
1,6 


Día 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


Empresa A 
(gigas) 
34 
45 
47 
49 
31 
30 
24 
33 
35 
40 


Empresa B 
(gigas) 
45 
47 
50 
42 
40 
51 
46 
59 
42 
46 
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Suponiendo normalidad y un nivel de significación del 0,05, ¿podemos afirmar que la em- 
presa B necesita más capacidad de almacenamiento que la empresa A? Indicación: antes de 
nada, tenéis que realizar el contraste correspondiente para ver si las varianzas de las dos 
muestras son iguales a un nivel de significación de 0,05. 


5) Se ha diseñado un experimento aleatorio para analizar durante cuánto tiempo es efectiva 
cada una de las cuatro drogas distintas que se pueden emplear para aliviar el dolor tras una 
operación quirúrgica. Los datos obtenidos se muestran en la tabla siguiente: 


Para un nivel de significación  = 005, contrastar la hipótesis nula de que las cuatro drogas 
son igualmente efectivas. 


6) A la hora de descargar programas open-source de Internet, suele ser habitual poder optar por 
hacerlo desde varios servidores (mirrors). Generalmente, las velocidades de descarga desde cada 
servidor dependen de la distancia existente entre el servidor y el cliente que solicita la descarga. 
En este caso se desea estudiar si las velocidades de descarga desde cinco servidores distintos se 
pueden considerar equivalentes o no. Para cada uno de los servidores, se han seleccionado al- 
gunos ficheros al azar (todos ellos del mismo tamaño) y se han descargado en el cliente, obte- 
niendo los tiempos de descarga (en segundos) que se muestran en la tabla siguiente: 


¿Se puede afirmar que la velocidad media de descarga es independiente del servidor seleccio- 
nado? Usar un nivel de significación = 0,01. 


7) Se desean comparar los ingresos por familia (en miles de euros) correspondientes a tres 
provincias de una misma comunidad autónoma. A tal efecto, para cada provincia se han se- 
leccionado 9 familias al azar y se han registrado sus ingresos. La tabla siguiente muestra las 
observaciones obtenidas: 


Tiempo 
(horas) 


Droga 


A 
B 
C 
D 


8 
6 
8 
4 


6 
6 
10 
4 


4 
4 
10 
2 


2 
4 
10 


12 


Servidor 


Tiempo 
de descarga 
(en segundos) 


A 
B 
C 
D 
E 


3,8 
6,8 
4,4 
6,5 
6,2 


4,2 
7,1 
4,1 
6,4 
4,5 


4,1 
6,7 
3,9 
6,2 
5,3 


4,4 
4,5 
5,8 


Provincia 


Ingresos 
familiares 
(miles de euros) 


A 
B 
C 


45 
32 
40 


39,5 
30 
42 


42 
37 
45 


35 
35 
39,5 


40 
28,5 
40 


37 
37,5 
38 


44 
31 
51 


48,5 
37,6 
47,5 


50 
25 
41 
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Para un nivel de significación  = 0,05, ¿se puede afirmar que los ingresos medios por familia 
no dependen de la provincia a la que ésta pertenezca? 


8) Una universidad hace uso de tres consultorías externas que ofrecen servicios de asesora- 
miento técnico en línea a sus estudiantes. Para cada una de estas consultorías, se han escogi- 
do al azar seis servicios prestados durante el año en curso y se ha registrado el cambio 
porcentual en su precio con respecto al precio medio del año anterior. Los datos recogidos se 
muestran en la tabla siguiente: 


Para un nivel de significación = 0,01, se desea contrastar la hipótesis nula de que el cambio 
porcentual medio en el precio del servicio es el mismo para las tres consultorías. 


9) Se desea comparar el nivel de innovación/originalidad de seis revistas distintas, aunque 
todas ellas pertenecientes a un mismo ámbito temático. A tal efecto, se han seleccionado al 
azar siete ejemplares de cada una de las revistas y un comité de expertos ha evaluado el nivel 
de innovación/originalidad de cada ejemplar, para lo cual se ha usado una escala entre 1 (mí- 
nimo) y 300 (máximo). Los datos recogidos se muestran en la tabla siguiente: 


A partir de estas observaciones, ¿se puede afirmar que todas las revistas muestran un nivel de 
innovación/originalidad equivalente o, por el contrario, existen diferencias significativas en- 
tre los niveles de innovación/originalidad de las distintas revistas? Utilizar un nivel de signi- 
ficación  = 0,05. 


Consultoría 


Cambio 
porcentual en el 
precio del servicio 


A 
B 
C 


3,0 
4,5 
1,0 


2,5 
2,5 
–2,5 


–1,5 
7,0 
–3,5 


4,0 
9,0 
2,0 


–1,0 
1,5 
4,6 


5,5 
2,0 
0,5 


Revista 


A 
B 
C 
D 
E 
F 


Nivel de 


innovación/ 


originalidad 


300 
190 
228 
276 
162 
264 


300 
164 
300 
296 
175 
168 


300 
238 
268 
62 
157 
254 


260 
200 
280 
300 
262 
216 


300 
221 
300 
230 
200 
257 


261 
132 
300 
175 
256 
183 


300 
156 
300 
211 
92 
93 
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Solucionario 


1) Se trata de un contraste de diferencia de medias para muestras dependientes o empare- 
jadas (estadístico de contraste t* =1,49; el valor crítico es t/2=0,05/2, y 5 grados de libertad = 
2,571. t* < t0,025; 5 no se puede rechazar H0. Podemos decir con un 95% de confianza que la 
buena vecindad no ha variado cuando se produce la reubicación. 


2) Se trata de un contraste de diferencia de proporciones. El estadístico de contraste sigue 
aproximadamente la distribución normal N(0,1) si el tamaño de la muestra es suficientemen- 
te grande como en nuestro caso. El valor del estadístico de contraste es z* = 1,993. 


El valor crítico será: 
Como z < z0,1, aceptamos la hipótesis nula y concluimos que 
las especificaciones del servidor son falsas. 


3) Se trata de un contraste de diferencia de medias dependientes. El valor del estadístico de 
contraste vale: 
. El valor crítico vale 
Como t < –t0,05;7; rechazamos 
la hipótesis. 


El p-valor es 
, valor que es menor que 0,05. Por tanto, llegamos a 
la misma conclusión: rechazar la hipótesis nula. 


4) El resultado del Minitab para el contraste de varianzas es: 


Se acepta la igualdad de varianzas. 


El resultado del Minitab para el contraste de diferencia medias independientes es: 


Como p-valor < 0,05, rechazamos la hipótesis nula, por lo tanto aceptamos que la empresa B 
necesita más capacidad de almacenamiento que la empresa A. 


5) Estadístico de contraste F = 12,50; p-valor = 0,001 <  = 0,05  Rechazar la hipótesis nula, 
p. ej.: no todos los grupos tienen el mismo comportamiento. 


 
0,1 
1,28. 
z 


 3,481 
t 
 
0,05,7 
1,895. 
t 


 
  
 
7 
( 
3,481) 
0,0051 
p 
p t 
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6) Estadístico de contraste F = 31,6; p-valor = 0,000 <  = 0,01  Rechazar la hipótesis nula, 
p. ej.: no todos los grupos tienen el mismo comportamiento. 


7) Estadístico de contraste F = 13,83; p-valor = 0,000 <  = 0,05  Rechazar la hipótesis nula, 
p. ej.: no todos los grupos tienen el mismo comportamiento. 


8) Estadístico de contraste F = 2,91; p-valor = 0,085 >  = 0,01  No rechazar la hipótesis 
nula, p. ej.: todos los grupos parecen tener el mismo comportamiento. 


9) Estadístico de contraste F = 5,30; p-valor = 0,001 <  = 0,05  Rechazar la hipótesis nula, 
p. ej.: no todos los grupos se comportan igual. 


Relación entre 
variables: 
causalidad, 
correlación 
y regresión 


Correlación entre variables. Modelos 
de regresión simple (lineal, cuadrática, 
cúbica). Modelos de regresión múltiple 


Blanca de la Fuente 


PID_00161061 
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Introducción 


En este módulo se van a estudiar las relaciones que se pueden presentar entre 


diferentes variables. En concreto se estudiaran posibles relaciones de depen- 


dencia entre las variables para intentar encontrar una expresión que permita 


estimar una variable en función de otras. Para profundizar en el análisis es ne- 


cesario determinar la forma concreta en que se relacionan y medir su grado de 


asociación. 


Así, por ejemplo, el estudio de las relaciones entre variables se puede aplicar 


para dar respuestas a preguntas y casos como los siguientes: 


• 
¿Existe relación entre la edad de los lectores y el número de préstamos de 


libros? 


• 
En otro caso, una editorial podría usar la relación entre el número de pági- 


nas de un trabajo y el tiempo de impresión para predecir el tiempo emplea- 


do en la impresión. 


• 
Se quiere estudiar el “tiempo de respuesta” de unos ciertos programas de 


búsqueda bibliográfica en función del “número de instrucciones” en que 


están programados. 


• 
En una determinada empresa de venta de libros en línea, ¿cómo represen- 


tamos que el aumento de la cantidad gastada en publicidad provoca un in- 


cremento de las ventas? 


Este módulo examina la relación entre dos variables, una variable indepen- 


diente y otra dependiente, por medio de la regresión simple y la correlación. 


También se considera el modelo de regresión múltiple en el que aparecen dos 


o más variables independientes. 
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Objetivos 


Los objetivos académicos del presente módulo se describen a continuación: 


1. 
Comprender la relación entre correlación y regresión simple. 


2. 
Usar gráficos para ayudar a comprender una relación de regresión. 


3. 
Ajustar una recta de regresión e interpretar los coeficientes. 


4. 
Obtener e interpretar las correlaciones y su significación estadística. 


5. 
Utilizar los residuos de la regresión para comprobar la validez de las supo- 


siciones necesarias para la inferencia estadística. 


6. 
Aplicar contrastes de hipótesis. 


7. 
Ajustar una ecuación de regresión múltiple e interpretar los resultados. 
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1. Relación entre variables 


Cuando se estudian conjuntamente dos o más variables que no son indepen- 


dientes, la relación entre ellas puede ser funcional (relación matemática exac- 


ta entre dos variables, por ejemplo, espacio recorrido por un vehículo que 


circula a velocidad constante y el tiempo empleado en recorrerlo) o estadísti- 


ca (no existe una expresión matemática exacta que relacione ambas variables, 


existe una relación aproximada entre las dos variables, por ejemplo, incre- 


mento de las ventas de libros en función de la cantidad gastada en publicidad). 


En este último caso interesa estudiar el grado de dependencia existente entre 


ambas variables. Lo realizaremos mediante el análisis de correlación y, final- 


mente, desarrollaremos un modelo matemático para estimar el valor de una 


variable basándonos en el valor de otra, en lo que llamaremos análisis de re- 


gresión. 


El análisis de regresión no se puede interpretar como un procedimiento para 


establecer una relación causa-efecto o causalidad entre variables. La regre- 


sión solo puede indicar cómo están asociadas las variables entre sí y nos per- 


mite construir un modelo para explicar la relación entre ellas. La correlación 


indica el grado de la relación entre dos variables sin suponer que una altera- 


ción en una cause un cambio en la otra variable. 


El objetivo principal del análisis de regresión es explicar el comportamien- 


to de una variable dependiente Y (endógena o explicada) a partir de una o 


varias variables independientes (exógenas o explicativas). El tipo más sen- 


cillo de regresión es la regresión simple. La regresión lineal simple estima 


una ecuación lineal que describe la relación, mientras que la correlación 


mide la fuerza de la relación lineal. Aparte de los modelos lineales se pue- 


den establecer otros modelos de regresión no lineales. El análisis de regre- 


sión donde intervienen dos o más variables independientes se llama 


análisis de regresión múltiple, donde una variable viene explicada por la 


acción simultánea de otras variables. 


Diagrama de dispersión 


Antes de abordar el problema, se puede intuir si existe relación entre las varia- 


bles a través de la representación gráfica llamada diagrama de dispersión o 


nube de puntos. 


A partir de un conjunto de observaciones (xi, yi) de dos variables X e Y sobre 


una muestra de individuos se representan estos datos sobre un eje de coorde- 


nadas xy. En la figura 1 se incluyen varias gráficas de dispersión que ilustran 


diversos tipos de relación entre variables. 
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Figura 1. Diagramas de dispersión 


En los casos (a) y (b) tenemos que las observaciones se encuentran sobre una 


recta. En el primer caso, con pendiente negativa, indica una relación inversa en- 


tre las variables (a medida que X aumenta, la Y es cada vez menor) y lo contrario 


en el segundo caso, en el que la pendiente es positiva, indica una relación directa 


entre las variables (a medida que aumenta X, la Y también aumenta). En estos dos 


casos los puntos se ajustan perfectamente sobre la recta, de manera que tenemos 


una relación funcional entre las dos variables dada por la ecuación de la recta. 


En el caso (c) los puntos se encuentran situados en una franja bastante estrecha 


que tiene una forma bien determinada. No será una relación funcional, ya que los 


puntos no se sitúan sobre una curva, pero sí que es posible asegurar la existencia 


de una fuerte relación entre las dos variables. De todos modos, vemos que no se 


trata de una relación lineal (la nube de puntos tiene forma de parábola). 


En el caso (d) no tenemos ningún tipo de relación entre las variables. La nube 


de puntos no presenta una forma bien determinada; los puntos se encuentran 


absolutamente dispersos. 


En los casos (e) y (f) podemos observar que sí existe algún tipo de relación entre 


las dos variables. En el caso (e) podemos ver un tipo de dependencia lineal con 


pendiente negativa, ya que a medida que el valor de X aumenta, el valor de Y 


disminuye. Los puntos no están sobre una línea recta, pero se acercan bastante, 


de manera que podemos pensar en una relación lineal. En el caso (f) observamos 


una relación lineal con pendiente positiva, pero no tan fuerte como la anterior. 


Después de estudiar el diagrama de dispersión, el siguiente paso es comprobar 


analíticamente la dependencia o independencia de ambas variables. 
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2. Análisis de la correlación 


El análisis de correlación mide el grado de relación entre las variables. En este 


apartado veremos el análisis de correlación simple, que mide la relación en- 


tre sólo una variable independiente (X) y la variable dependiente (Y). En el 


apartado 4 de este módulo se describe el análisis de correlación múltiple que 


muestra el grado de asociación entre dos o más variables independientes y la 


variable dependiente. 


La correlación simple determina la cantidad de variación conjunta que pre- 


sentan dos variables aleatorias de una distribución bidimensional. En concre- 


to, cuantifica la dependencia lineal, por lo que recibe el nombre de correlación 


lineal. El coeficiente de correlación lineal se llama coeficiente de correlación 


de Pearson designado r, cuyo valor oscila entre 1 y +1. Su expresión es el co- 


ciente entre la covarianza muestral entre las variables y el producto de sus res- 


pectivas desviaciones típicas: 


El valor de r se aproxima a +1 cuando la correlación tiende a ser lineal directa 


(mayores valores de X significan mayores valores de Y), y se aproxima a 1 


cuando la correlación tiende a ser lineal inversa. Podemos formular la pregun- 


ta: ¿a partir de qué valor de r podemos decir que la relación entre las variables 


es fuerte? Una regla razonable es decir que la relación es débil si 0  | r |  0,5; 


fuerte si 0,8  | r |  1, y moderada si tiene otro valor. 


Dada una variable X con x1, x2... xn valores muestrales y otra variable Y con y1, 


y2... yn valores muestrales, siendo n el número total de observaciones y siendo 


la media de X: 
y la media de Y: 


La covarianza muestral entre dos variables X e Y nos permite medir estas 


relaciones positivas y negativas entre las variables X e Y: 


La covarianza muestral podemos calcularla mediante otra expresión 


equivalente: 
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Ejemplo 1. “Estudio de los servicios ofrecidos por un centro de documen- 


tación”. 


Estamos realizando un proceso de evaluación de los servicios ofrecidos por un 


centro de documentación. Para conocer la opinión de los usuarios se les ha pedi- 


do que rellenen un cuestionario de evaluación del servicio. Hacemos dos pregun- 


tas, una para que valoren de 0 a 10 su impresión sobre el funcionamiento global 


del centro y otra pregunta que valora específicamente la atención a los usuarios, 


para determinar si las valoraciones respecto a la atención al usuario (representadas 


por la variable dependiente Y) están relacionadas con las valoraciones obtenidas 


respecto al funcionamiento global del centro (variable independiente X). 


Para ello, un investigador ha seleccionado al azar cinco personas entrevistadas 


y dan las siguientes valoraciones: 


Tabla 1. Datos obtenidos de respuestas a cinco entrevistas realizadas sobre 
valoraciones de funcionamiento y atención a usuarios de un centro de 
documentación 


El diagrama de dispersión (figura 2) nos permite observar gráficamente los da- 


tos y sacar conclusiones. Parece que las valoraciones de atención al usuario 


son mejores para valoraciones elevadas del funcionamiento global del centro. 


Además, para esos datos la relación entre la atención al usuario y el funciona- 


miento parece poder aproximarse a una línea recta; realmente parece haber 


una relación lineal positiva entre X e Y. 


Figura 2. Diagrama de dispersión del funcionamiento del centro y de la atención 
al usuario 


Entrevista (i) 
Funcionamiento (X) 
Atención (Y) 


1 
2 
2 


2 
4 
4 


3 
6 
5 


4 
8 
4 


5 
10 
7 
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Para determinar si existe correlación lineal entre las dos variables, calculamos 


el coeficiente de correlación r. 


En la tabla 2 se desarrollan los cálculos necesarios para determinar los valores 


de las varianzas, desviaciones típicas muestrales y covarianza muestral. 


Tabla 2. Cálculo de las sumas de cuadrados para la ecuación estimada de regresión de mínimos 
cuadrados 


yi representa las valoraciones observadas (reales) del funcionamiento global 


obtenidas en la entrevista i, 


n = 5 


realizando las siguientes operaciones obtendremos el coeficiente de correla- 


ción lineal. 


; 


; 


El coeficiente de correlación lineal es: 


Como el valor del coeficiente de correlación lineal es próximo a 1, se puede 


afirmar que existe una correlación lineal positiva entre las valoraciones obte- 
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nidas de atención al usuario y las valoraciones del funcionamiento global del 


centro. Es decir el, funcionamiento global está asociado positivamente a la 


atención al usuario. 
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3. Modelos de regresión simple 


3.1. Modelos de regresión lineal simple 


Una vez que hemos obtenido el diagrama de dispersión y después de observar 


una posible relación lineal entre las dos variables, el paso siguiente sería en- 


contrar la ecuación de la recta que mejor se ajuste a la nube de puntos. Esta 


recta se denomina recta de regresión. Una recta queda bien determinada si el 


valor de su pendiente (b) y de la ordenada en el origen (a) son conocidas. De 


esta manera la ecuación de la recta viene dada por: 


Y = a + bx 


A partir de la fórmula anterior definimos para cada observación (xi, yi) el error 


o residuo como la distancia vertical entre el punto (xi, yi) y la recta, es decir: 


yi – (a + bxi) 


Por cada recta que consideremos, tendremos una colección diferente de residuos. 


Buscaremos la recta que minimice la suma de los cuadrados de los residuos. Este 


es el método de los mínimos cuadrados, un procedimiento para encontrar la 


ecuación de regresión que consiste en buscar los valores de los coeficientes a y b 


de manera que la suma de los cuadrados de los residuos sea mínima, obteniéndo- 


se la recta de regresión por mínimos cuadrados (figura 3). 


Figura 3. Recta de regresión por mínimos cuadrados 


Hemos hecho un cambio en la notación para distinguir de manera clara entre 


una recta cualquiera: y = a + bx y la recta de regresión por mínimos cuadrados 


obtenida al determinar a y b. 


Nota 


La recta de regresión pasa por 
el punto 
. 
 
 
, 
x y 
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A partir de ahora, la recta de regresión la escribiremos de la manera siguiente: 


El modelo de regresión lineal permite hallar el valor esperado de la variable 


aleatoria Y cuando X toma un valor específico. 


Ejemplo 1. “Estudio de los servicios ofrecidos por un centro de documen- 


tación”. 


Hemos comprobado en el ejemplo anterior que existe correlación lineal entre 


ambas variables, ahora calcularemos la recta de regresión por mínimos cua- 


drados Y/X. 


en la que, 


xi = valor de funcionamiento para la i-ésima entrevista 


= ordenada en el origen de la línea estimada de regresión 


La recta de regresión Y/X permite predecir un valor de y para un deter- 


minado valor de x. 


Para cada observación (xi,yi) definimos: 


• 
El valor estimado o predicho para la recta de regresión: 


• 
Los parámetros o coeficientes de la recta y vienen dados por: 


y 


Siendo: 


es la ordenada en el origen de la ecuación estimada de regresión. 


es la pendiente de la ecuación estimada de regresión. 


SXY la covarianza muestral, 
la varianza muestral de X, 
son las 


medias aritméticas de las variables X e Y respectivamente. 


• 
El residuo o error es la diferencia entre el valor observado yi y el valor 


estimado 
: 
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= pendiente de la línea estimada de regresión 


= valor estimado de la atención al usuario para la i-ésima entrevista 


Para que la línea estimada de regresión ajuste bien con los datos, las diferen- 


cias entre los valores observados y los valores estimados de atención al usuario 


deben ser pequeñas. 


Utilizando los valores obtenidos en la tabla 2 podemos determinar la pendien- 


te y la ordenada en el origen de la ecuación estimada de regresión en este ejem- 


plo. Los cálculos son los siguientes: 


Por lo anterior, la ecuación estimada de regresión deducida con el método de 


mínimos cuadrados, será: 


Figura 4. Gráfica de la ecuación de regresión ejemplo 1 


Interpretación de los parámetros de la recta de regresión 


Es importante interpretar los coeficientes de la ecuación en el contexto del fe- 


nómeno que se está estudiando. 
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• 
Interpretación de la ordenada en el origen, 
: 


Este coeficiente representa la estimación del valor de Y cuando X es igual a 


cero. No siempre tiene una interpretación práctica. Para que sea posible, es 


preciso que: 


– realmente sea posible que X tome el valor x = 0, 


– se tengan suficientes observaciones cercanas al valor x = 0. 


• 
Interpretación de la pendiente de la recta, 
: 


Este coeficiente representa la estimación del incremento que experimenta 


la variable Y cuando X aumenta en una unidad. Este coeficiente nos infor- 


ma de cómo están relacionadas las dos variables en qué cantidad varían los 


valores de Y cuando varían los valores de la X en una unidad. 


La calidad o bondad del ajuste 


Una vez acumulada la recta de regresión por mínimos cuadrados debemos anali- 


zar si este ajuste al modelo es lo bastante bueno. Mirando si en el diagrama de 


dispersión los puntos experimentales quedan muy cerca de la recta de regre- 


sión obtenida, podemos tener una idea de si la recta se ajusta o no a los datos, 


pero nos hace falta un valor numérico que nos ayude a precisarlo. La medida 


de bondad de ajuste para una ecuación de regresión es el coeficiente de de- 


terminación R2. Nos indica el grado de ajuste de la recta de regresión a los va- 


lores de la muestra y se define como la proporción de varianza en Y explicada 


por la recta de regresión. La expresión de R2 es la siguiente: 


La varianza explicada por la recta de regresión es la varianza de los valores es- 


timados y la varianza total de los datos es la varianza de los valores observados. 


Por tanto, podemos establecer que: 


Es decir, podemos descomponer la variabilidad total (SSTotal) de las observa- 


ciones de la forma: 


Varianza total de Y = varianza explicada por la regresión + 


+ varianza no explicada (residual o de los errores) 


SSTotal = SSRegresión + SSError 
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en la que, 


SSTotal, es la suma de cuadrados totales 


SSRegresión, mide cuánto se desvían los valores de 
medidos en la línea de 


regresión, de los valores de 
, 


SSError, representa el error que se comete al usar 
para estimar yi, es la suma 


de cuadrados de estos errores, 


Ahora vemos cómo se pueden utilizar las tres sumas de cuadrados, SST, SSR y 


SSE para obtener la medida de bondad de ajuste para la ecuación de regresión, 


que es el coeficiente de determinación R2. Vendrá dado por la expresión: 


• 
Los valores del coeficiente de determinación están comprendidos entre 


cero y uno: 


• 
R2 = 1 cuando el ajuste es perfecto, es decir, todos los puntos están sobre la 


recta de regresión. 


• 
R2 = 0 muestra la inexistencia de relación entre las variables X e Y. 


• 
Como R2 explica la proporción de variabilidad de los datos explicada 


por el modelo de regresión, cuanto más próximo a la unidad, será mejor 


el ajuste. 
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Observaciones 


Un coeficiente de determina- 
ción diferente de cero no signi- 
fica que haya relación lineal 
entre las variables. Por ejem- 
plo, R2 = 0,5 sólo dice que el 
50% de la varianza de las ob- 
servaciones queda explicado 
por el modelo lineal. 


Relación entre R2 y r 


Es muy importante tener clara la diferencia entre el coeficiente de co- 


rrelación y el coeficiente de determinación: 


• 
R2 mide la proporción de variación de la variable dependiente expli- 


cada por la variable independiente. 


• 
r2 es el coeficiente de correlación, mide el grado de asociación lineal 


entre las dos variables. 


• 
No obstante, en la regresión lineal simple tenemos que R2 = r2. 
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La relación entre R2 y r ayuda a comprender lo expuesto en el análisis de la co- 


rrelación: que un valor de r2 = 0,5 indica una correlación débil. Este valor re- 


presentará un R2 = 0,25; es decir, el modelo de regresión sólo explica un 25% 


de la variabilidad total de las observaciones. 


El signo de r da información de si la relación es positiva o negativa. Así pues, 


con el valor de r siempre se puede calcular el valor de R2, pero al revés quedará 


indeterminado el valor del signo a menos que conozcamos la pendiente de la 


recta. Por ejemplo, dado un R2 = 0,81, si se sabe que la pendiente de la recta 


de regresión es negativa, entonces se puede afirmar que el coeficiente de co- 


rrelación r será igual a 0,9. 


Predicción 


La predicción constituye una de las aplicaciones más interesantes de la téc- 


nica de regresión. La predicción consiste en determinar a partir del modelo 


estimado el valor que toma la variable endógena para un valor determinado 


de la exógena. La fiabilidad de esta predicción será tanto mayor, en princi- 


pio, cuanto mejor sea el ajuste (es decir, cuanto mayor sea R2), en el supues- 


to de que exista relación causal entre la variable endógena y la variable 


exógena. 


Ejemplo 1. Estudio de los servicios ofrecidos por un centro de documen- 


tación. 


Una vez obtenida la ecuación estimada de regresión 
del ejemplo 


anterior, interpretamos los resultados: 


En este caso la ordenada en el origen ( 
= 1,4) si puede tener interpreta- 


ción con sentido, ya que correspondería a la estimación de la puntuación 


obtenida para la atención al usuario cuando la puntuación del funciona- 


miento global es cero. La pendiente ( 
= 0,5) es positiva, lo que indica que 


el aumento en una unidad de la valoración del funcionamiento global del 


centro está asociado con un aumento de 0,5 unidades en la puntuación de 


atención al usuario. 


Si quisiéramos predecir la valoración de la atención para una persona que ha 


valorado 7 el funcionamiento global, el resultado sería: 


= 1,4 + 0,5 · 7 = 4,9 


En el ejemplo hemos obtenido la ecuación de regresión y debemos analizar 


la bondad de dicho ajuste que daría respuesta a la siguiente pregunta: ¿se 


ajustan bien los datos a esta ecuación de regresión? 


Nota 


Variable endógena es la varia- 
ble dependiente. Es la variable 
que se predice o se explica. Se 
representa por Y. 
Variable exógena es la varia- 
ble independiente. Es la varia- 
ble que sirve para predecir o 
explicar. Se representa por X. 
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1,4 
0,5 
y 
x 


0 
 


1 
 


y 
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Calcularemos el coeficiente de determinación que es una medida de la correc- 


ción del ajuste. Para ello tenemos que descomponer la variabilidad total de las 


observaciones de la forma: 


SST = SSR + SSE 


Utilizando los valores de la tabla 2 (cálculo de las sumas de cuadrados para la ecua- 


ción estimada de regresión con mínimos cuadrados), calculamos SST = suma de 


cuadrados total, es la suma de la última columna de la tabla 2. 


En la tabla 3 vemos los cálculos necesarios para determinar la SSE = suma de 


cuadrados debida al error 


Tabla 3. Cálculo de las sumas de cuadrados debidas al error SCE 


La SSR = suma de cuadrados debida a la regresión se puede calcular con facili- 


dad usando esta expresión: 


o bien si se conocen SST y SSE se puede obtener fácilmente. 


SSR = SST – SSE = 13,2 – 3,2 = 10 


El valor del coeficiente de determinación será: 


Funcionamiento 
(X) 


Atención 
(Y) 


2 
2 
2,4 
0,4 
0,16 


4 
4 
3,4 
0,6 
0,36 


6 
5 
4,4 
0,6 
0,36 


8 
4 
5,4 
1,4 
1,96 


10 
7 
6,4 
0,6 
0,36 


5 
2 


1 
( 
) 
13,2 
i 
i 
SST 
y 
y 
 
 
 
 
 


 
2 
2 


1 
1 


( 
) 
3,2 


n 
n 


i 
i 
i 
i 
i 
SSE 
y 
y 
e 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
1 4 
0 5 
 
 
, 
, 
i 
y 
x 
 
 
 
i 
i 
e 
y 
y 
 
2 
 
( 
) 
i 
i 
y 
y 


 


 
 
 
 
 


5 
2 


1 
( 
) 
3,2 
i 
i 
i 
SSE 
y 
y 


 


5 
2 


1 
( 
) 
i 
i 


SSR 
y 
y 


 
 
 
 


2 
10 
0,7576 
13,2 
SSR 
R 
SST 
 
 
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Si lo expresamos en porcentaje, R2= 75,76 %. Podemos concluir que el 75,76% 


de la variación de la puntuación en la atención al usuario se puede explicar 


con la relación lineal entre las valoraciones del funcionamiento global del 


centro y la atención al usuario. El ajuste al modelo lineal es bueno. Se consi- 


dera un buen ajuste cuando R2 es mayor o igual que 0,5. 


El coeficiente de correlación lineal “r” será 
, resultado acor- 


de con la estimación obtenida usando la covarianza. 


Solución de problemas de regresión lineal simple con programas infor- 


máticos 


Para resolver el ejercicio empleamos el programa Minitab. 


Insertamos los datos del ejemplo 1: “Estudio de los servicios ofrecidos por un 


centro de documentación”. A la variable independiente (Y) la llamamos ATEN 


(de atención al usuario) y a la variable dependiente (X) la llamamos FUNC (de 


funcionamiento global) para facilitar la interpretación de los resultados. Inser- 


tamos los datos FUNC en la columna C1 y los datos de ATEN en la columna 


C2, con encabezados para obtener el diagrama de dispersión. 


Figura 5. Pasos a seguir para obtener el diagrama de dispersión 


0,75760 
0,87 
 


Pasos a seguir 


Para crear el gráfico una vez in- 
troducidos los datos en el pro- 
grama (1), se sigue la ruta 
Graph > Scatterplot > Simple 
(2) y se rellenan los campos en 
la ventana correspondiente se- 
leccionando las variables (3). 
Seleccionad OK para obtener el 
diagrama de dispersión. 
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Obtuvimos el diagrama de la figura 6. 


Figura 6. Diagrama de dispersión. Minitab 


La figura 7 muestra los pasos a seguir para representar la recta de de regresión 


de mínimos cuadrados: 


Figura 7. Pasos a seguir para representar la recta de regresión de mínimos cuadrados 


Obtuvimos los resultados que aparecen en la figura 8. 


A continuación interpretaremos los resultados: 


La figura 8 muestra la gráfica de la ecuación de regresión sobre el diagrama de 


dispersión. La pendiente de la ecuación de regresión ( 
= 0,50) es positiva, lo 


Pasos a seguir 


Usamos la opción Stat, se sigue 
la ruta Regression > Regression 
> Fitted Line Plot (1) y se relle- 
nan los campos en la ventana 
correspondiente (2). Seleccio- 
nad OK para obtener el gráfico. 


1 
 
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que implica que al aumentar las valoraciones del funcionamiento global, las 


puntuaciones de atención al usuario también aumentan. 


Figura 8. Gráfica de la ecuación de regresión de mínimos cuadrados 


Figura 9. Pasos a seguir para realizar el análisis de regresión 


En el cuadro de diálogo de Minitab puede obtenerse más información sobre 


resultados seleccionando las opciones deseadas. Por ejemplo, con este cuadro 


de diálogo se pueden obtener los residuos, los residuales estandarizados, los 


puntos de alta influencia y la matriz de correlación (estos resultados los co- 


mentaremos más adelante). 


Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Stat > Regressi- 
on > Regression (1) y se relle- 
nan los campos en la ventana 
correspondiente (2). Seleccio- 
nad OK para obtener el análisis 
de regresión. 
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Obtenemos los resultados que aparecen en la figura 10. 


Figura 10. Resultados del análisis de regresión. Minitab 


• 
Interpretación de las estadísticas de regresión: 


Minitab imprime la ecuación de regresión en la forma: 


ATEN(Y) = 1,40 + 0,500 FUNC(X). 


Se imprime una tabla que muestra los valores de los coeficientes a y b. El 


coeficiente Constant (ordenada en el origen) es 1,4, y la pendiente con base 


en la variable FUNC es 0,50. SE Coef son las desviaciones estándar de cada 


coeficiente. Los valores de las columnas T y P los analizaremos más adelan- 


te al estudiar la inferencia en la regresión. 


El programa imprime el error estándar del valor estimado, S = 1,03280 mide 


el tamaño de una desviación típica de un valor observado (x,y) a partir de 


la recta de regresión. También proporciona la información sobre la bondad 


de ajuste. Observad que R-Sq = 75,8% (R2 = 0,758) es el coeficiente de de- 


terminación expresado en porcentaje. Como hemos comentado en la solu- 


ción manual del ejercicio, un valor del 75,8% significa que el 75,8% de la 


variación en la puntuación de atención al usuario puede explicarse por me- 


dio de la valoración obtenida en el funcionamiento global del centro. Se 


supone que el 24,2 % restante de la variación se debe a la variabilidad alea- 


toria. El resultado R-Sq(adj) = 67,7% (R2 ajustado) es un valor corregido de 
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acuerdo con la cantidad de variables independientes. Se tiene en cuenta al 


realizar una regresión con varias variables independientes y se estudiará 


más adelante al tratar la regresión múltiple. 


• 
Interpretación del análisis de la varianza: 


La salida de Minitab analiza la variabilidad de las puntuaciones de atención 


al usuario. La variabilidad, como hemos explicado anteriormente, se divide 


en dos partes: SST = SSR + SSE. 


SS Regresión (SSR) es la variabilidad debida a la regresión, SS Error (SSE) es 


la variabilidad debida al error o variabilidad aleatoria, SS Total (SST) es la 


variabilidad total. El resto de la información se irá viendo mas adelante al 


tratar la regresión lineal múltiple. 


• 
Interpretación del valor estimado de predicción y del intervalo de confian- 


za de 95% (95% C.I.) y el estimado del intervalo de predicción (95% P.I.) 


de la atención al usuario para el valor 7 de funcionamiento global. El valor 


estimado para Atención al usuario es 4,9. 


A continuación calcularemos el coeficiente de correlación lineal como se 


indica en la figura 11. 


Figura 11. Pasos a seguir para calcular el coeficiente de correlación 


Pasos a seguir 


Para crear el gráfico se sigue la 
ruta Stat > Basic Statistics > 
Correlation (1) y se rellenan los 
campos en la ventana corres- 
pondiente (2). Seleccione OK 
para obtener el coeficiente de 
correlación lineal. 
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Obtuvimos los resultados que aparecen en la figura 12. 


Figura 12. Resultados del análisis de correlación 


• 
Interpretación del análisis de correlación: 


Como r =0,870, podemos decir que existe correlación lineal positiva entre 


las valoraciones obtenidas de atención al usuario y las valoraciones del fun- 


cionamiento global del centro. El funcionamiento está asociado positiva- 


mente con la atención al usuario. 


Obsérvese que R2 = 0,758, por lo que 


Para resolver el ejemplo 1. “Estudio de los servicios ofrecidos por un centro de 


documentación” se emplea Microsoft Excel. 


La figura 13 muestra el correspondiente output que ofrece Microsoft Excel. 


Se observa que las estadísticas de regresión coinciden con las obtenidas con 


Minitab. 


Figura 13. Resultados del análisis de regresión del ejemplo 1. “Estudio de los servicios ofrecidos 
por un centro de documentación”. Excel 


Diagnóstico de la regresión 


Al igual que en cualquier procedimiento estadístico, cuando se efectúa una re- 


gresión en un conjunto de datos se hacen algunas suposiciones importantes, 


y en este caso son cuatro: 


1) El modelo de línea recta es correcto. 


Atención 


Para poder hacer la regresión 
con MS Excel es necesario ins- 
talar previamente un comple- 
mento llamado “Análisis de 
datos”. Para instalar las herra- 
mientas de análisis de datos, 
haced clic en Herramientas > 
Complementos, y en el cuadro 
de diálogo activar: Herrami- 
entas para análisis. 


2 
0,758 
0,87 
R 
r 
 
 
 
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2) Los errores o residuos siguen una distribución aproximadamente normal 


de media cero. 


3) Los errores o residuos tienen una varianza constante2. 


4) Los errores o residuos son independientes. 


Siempre que usen regresiones para ajustar una recta a los datos, deben consi- 


derarse estas suposiciones. Comprobar que los datos cumplen estas suposicio- 


nes supone pasar por una serie de pruebas llamadas diagnosis que se describen 


a continuación. 


Prueba de suposición de línea recta. 


Para comprobar si es correcto el modelo de línea recta se usa el gráfico de dis- 


persión con el ajuste a la recta de mínimos cuadrados (ejemplo 1, figura 14). 


Figura 14. Gráfica de la ecuación de regresión del ejemplo 1 


Análisis de residuos 


Una vez hecho el ajuste de un modelo de regresión lineal a los datos muestra- 


les, hay que efectuar el análisis de los residuos o errores. Este análisis, que a 


continuación comentaremos de forma breve e intuitiva, nos servirá para hacer 


un diagnóstico del modelo de regresión. 


Otra forma de ver si los datos se ajustan a una recta es realizando un gráfico 


de los residuos ( 
) en función de la variable predictora (X). En el eje 


horizontal se representa el valor de la variable independiente (X) y en el ver- 


tical los valores de los residuos (ei). 


Podemos calcular los residuos manualmente según habíamos indicado en la 


tabla 3. 


En la figura 15 presentamos 4 ejemplos de gráficos de residuos o errores. 


 
i 
i 
i 
e 
y 
y 
 
 
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Figura 15. Diagrama de residuos 


Podemos observar que de los cuatro, sólo el primero no presenta ningún 


tipo de estructura, los residuos se distribuyen aleatoriamente, de manera 


que sólo tendría sentido la regresión hecha sobre la muestra (a). Si los pun- 


tos se orientasen en forma de “U” (o “U” invertida), habría problemas con 


este supuesto, como es el caso de la muestra (b). Los residuos del diagrama 


(c) y (d) no se distribuyen aleatoriamente, por lo que no se cumple el su- 


puesto de linealidad. 


En el mismo gráfico también podemos observar si los residuos tienen varianza 


constante (supuesto 3). Si la varianza de los errores es constante para todos los 


valores de X, la gráfica de residuales debe mostrar un patrón similar a una ban- 


da horizontal de los puntos, como en (a). Si forman una flecha (en un extremo 


se agrupan mucho más que en el otro), caso (d), entonces este supuesto falla. 


También es conveniente estar atentos ante la posible existencia de valores atí- 


picos o valores extremos (outliers), pues éstos podrían afectar. 


También podemos usar un gráfico de residuos en función del valor estimado 


o predicho . Esto lo representaremos gráficamente mediante un diagrama de 


dispersión de los puntos 
, es decir, sobre el eje de las abscisas represen- 


tamos el valor estimado , y sobre el eje de ordenadas, el valor correspondien- 


te del residuo, es decir, 
. 


Figura 16. Gráfico de residuos en función 
de valor estimado o predicho 


Valor atípico 


Por valor atípico entendemos 
un valor muy diferente de los 
otros y que muy posiblemente 
es erróneo. 


y 


 
 
, i 
iy e 


y 


 
i 
i 
i 
e 
y 
y 
 
 


y 
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Si el modelo lineal obtenido se ajusta bien a los datos muestrales, entonces la 


nube de puntos 
no debe mostrar ningún tipo de estructura. Para la re- 


gresión lineal simple, la gráfica de residuos en función de X y los de residuos 


en función de 
dan la misma información. Para la regresión múltiple, la grá- 


fica de residuos en función de 
se usa con más frecuencia porque se maneja 


más de una variable independiente. 


Para comprobar el segundo supuesto de que los errores o residuos siguen una dis- 


tribución aproximadamente normal usaremos la gráfica de probabilidad normal. 


Consideramos de nuevo el ejemplo 1. “Estudio de los servicios ofrecidos por 


un centro de documentación” y realizamos la diagnosis con Minitab a fin de 


comprobar si se cumplen las condiciones del modelo. 


En la figura 17 se indican los pasos a seguir para crear un gráfico de los residuos 


en función de la variable de predicción con Minitab: 


Figura 17. Pasos a seguir para crear un gráfico de los residuos 
en función de la predicción 


Obtenemos la gráfica que aparece en la figura 18. 


Figura 18. Gráfica de los residuos en función de la variable independiente 


 
 
, i 
iy e 


y 


y 


Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Stat > Regression 
> Fitted Line Plot > Linear > 
Graph y se rellenan los campos 
correspondientes. Seleccione 
OK para obtener el gráfico de 
residuos. 
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Los valores residuales se distribuyen aleatoriamente y no presenta ningún tipo 


de estructura, por consiguiente concluimos que la gráfica de los residuos no 


muestra evidencia de incumplir el supuesto de linealidad y podemos por aho- 


ra concluir que el modelo lineal simple es válido para el ejemplo “Estudio de 


los servicios ofrecidos por un centro de documentación”. 


En el mismo gráfico podemos observar que los residuos tienen varianza cons- 


tante ya que parecen estar en la banda horizontal. 


A fin de comprobar si se cumplen el resto de las condiciones del modelo, se- 


leccionamos la opción Graphs y completamos los campos según se indica en 


la figura 19: 


Figura 19. Pasos a seguir para crear un gráfico de los residuos en 
función de los valores estimados (fits) 


La figura 20 presenta el gráfico de los valores residuales frente a los valores estima- 


dos y el significado es análogo al de la figura 18. Los residuos se distribuyen alea- 


toriamente, no presenta ningún tipo de estructura, y podemos concluir que es 


válido el modelo lineal simple. 


Figura 20. Gráfica de los residuos en función de los valores estimados 
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En la gráfica de la figura 21 podemos comprobar que los residuos siguen una 


distribución aproximadamente normal, ya que los puntos se acercan bastante 


a una recta (esta hipótesis sólo plantearía dificultades si estos puntos se aleja- 


sen de la forma lineal): 


Figura 21. Gráfica de probabilidad normal 


Inferencia en la regresión: constrastes de hipótesis e intervalos de confianza 


Al hacer un análisis de regresión se comienza proponiendo una hipótesis 


acerca del modelo adecuado de la relación entre las variables dependiente e 


independiente. Para el caso de regresión lineal simple, el modelo de regre- 


sión supuesto es: 


A continuación aplicamos el método de mínimos cuadrados para determinar 


los valores de los estimadores 
y 
de los parámetros del modelo. La ecua- 


ción estimada de regresión que resulta es: 


Ya hemos visto que el valor del coeficiente de determinación (R2) es una me- 


dida de bondad de ajuste de esta ecuación. Sin embargo, aun con un valor 


grande de R2 no se debería usar la ecuación de regresión sin antes efectuar un 


análisis de la adecuación del modelo propuesto. Para ello se debe determinar 


el significado (o importancia estadística) de la relación. Las pruebas de signifi- 


cación en el análisis de regresión se basan en los siguientes supuestos acerca 


del término del error : 


1) El término del error  es una variable aleatoria con distribución normal con 


media, o valor esperado, igual a cero. 


2) La varianza del error, representada por 2, es igual para todos los valores de x. 


    
  
0 
1 i 
i 
y 
x 


0 
1 


 
 
 
    
0 
1 i 
y 
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3) Los valores de los errores son independientes. 


En el análisis de regresión aplicado, primero se desea conocer si existe una 


relación entre las variables X e Y. En el modelo se ve que si 
es cero, en- 


tonces no existe relación lineal: Y no aumentaría o disminuiría cuando au- 


menta X. Para averiguar si existe una relación lineal, se puede contrastar la 


hipótesis 


frente a 


Se puede contrastar esta hipótesis utilizando el estadístico t de Student 


, 


Base para la inferencia sobre la pendiente de la regresión poblacional 


Sea 1 la pendiente del modelo de regresión y 
su estimación por mí- 


nimos cuadrados (basada en observaciones muestrales). Si se cumplen 


los supuestos acerca del término del error expuestos anteriormente, la 


pendiente del modelo de regresión 1 se distribuye como una t de Stu- 


dent con (n – 2) grados de libertad. 


Para obtener el estadístico de contraste, calcularemos: 


es la desviación estándar estimada de 1, 


s es el error estándar de los estimados. Para calcularlo, se divide la 


suma de las desviaciones al cuadrado por n – 2, que son los grados de 


libertad. 


1 


 


 


   
 
1 
1 


1 


t 
S 


1 
S 


  


 
 


1 
2 
( 
) 


n 


i 
i 


s 
s 


x 
x 


 


 
 
 
  


2 


1 


1 
( 
) 
2 


n 


i 
i 


i 


s 
y 
y 
n 


1 
 


  
0 
1 
: 
0 
H 


  
1 
1 
: 
0 
H 


 


 


 


 


 


 
 
 
 


   
  
 
 
 
 
1 
1 
1 
1 


1 
1 
1 


0 
t 
S 
S 
S 


CC-BY-SA • PID_00161061 
32 
Relación entre variables: causalidad, correlación y regresión 


que se distribuye como una t de Student con n – 2 grados de libertad. La ma- 


yoría de los programas que se emplean para estimar regresiones la desviación 


estándar de los coeficientes y el estadístico t de Student para 1 = 0. Las figuras 


10 y 13 muestran respectivamente las salidas de Minitab y Excel correspon- 


dientes al ejemplo del estudio de los servicios ofrecidos por un centro de do- 


cumentación. 


En el caso del modelo de ejemplo, el coeficiente de la pendiente es 


con una desviación estándar 
= 0,1633. Para saber si existe relación entre la 


atención al usuario, Y, y el funcionamiento global, X, se puede contrastar la 


hipótesis 
frente a 
. Este resultado se obtiene en el caso de 


un contraste de dos colas con un nivel de significación  = 0,05 y 3 grados de 


libertad. 


El estadístico t calculado es: 


El estadístico t resultante, t = 3,06, mostrado en la salida de regresión de la 


figura 22, es la prueba definitiva para rechazar o aceptar la hipótesis nula. En 


este caso el p-valor es 0,055; como p-valor > 0,05 (no podemos rechazar la 


H0: 1 = 0 al nivel de significación de = 0,05), se acepta que 
. Por lo tan- 


to, no se puede afirmar que exista una relación lineal entre las valoraciones del 


funcionamiento global y la atención al usuario a un nivel de confianza del 


95% (nivel de significación del 0,05). 


Figura 22. Resumen de la figura 10. Resultados del análisis de regresión. Minitab 


Si el nivel de significación se hubiera fijado del 10% (= 0,10), se podría re- 


chazar H0, ya que el p-valor < 0,10, los resultados indicarían que 1 ≠ 0 y en 


este caso se podría decir que a un nivel de confianza del 90% existe relación 


lineal entre ambas variables. 


Intervalo de confianza para la pendiente 


Se puede obtener intervalos de confianza para la pendiente 1 del modelo de 


regresión utilizando los estimadores de los coeficientes y de las varianzas que 


se han desarrollado y el razonamiento utilizado en el módulo 2. 


  
1 
0,50 


´1 
S 


  
0 
1 
: 
0 
H 
  
1 
1 
: 
0 
H 


Recordad 


El p-valor es la probabilidad de 
que una variable aleatoria su- 
pere el valor observado para el 
estadístico de contraste. 
• Si p-valor  , se rechaza H0. 
• Si p-valor 
, no se recha- 
za H0. 


 


 
 
 
0,50 
0 
3,06 
0,1633 
t 


  
1 
0 
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En la salida del análisis de regresión de la atención al usuario respecto al funcio- 


namiento global del centro de documentación de la figura 22, se observa que 


n = 5 
= 0,50 
= 0,1633 


Para obtener el intervalo de confianza al 95% de 1, (1 – ) = 0,95 y n – 2 = 3 


grados de libertad, es necesario calcular el valor crítico de la t-Student. En este 


caso con n – 2 = 5 – 2 = 3 grados de libertad y /2 = 0,05/2 = 0,025. Se puede 


obtener utilizando las tablas de la distribución t de Student o con el ordenador. 


Si se utiliza Minitab, los pasos a seguir se muestran en la figura 23. 


Figura 23. Pasos a seguir para calcular el valor crítico t 


Figura 24. Resultados de cálculo del valor crítico t. Minitab 


Si los errores de la regresión i siguen una distribución normal y se cum- 


plen los supuestos de la regresión, se obtiene un intervalo de confianza 


al (1 – )% de la pendiente del modelo de regresión simple 
de la si- 


guiente forma: 


donde 
es el número para el que 


el estadístico tn–2 sigue una distribución t de Student con (n – 2) gra- 


dos de libertad. 


1 
 
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  
     


 
 
2, /2 
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t 
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2, /2 
( 
) 
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P t 
t 
 
 
 
 
  


1 
 
1 
S 


Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Calc > Probabi- 
lity Distributions > t y se relle- 
nan los campos en la ventana 
correspondiente. Seleccionad 
OK para obtener el output de la 
figura 24. 
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el valor de 
= 
= 3,18 


Por lo tanto, el intervalo de confianza al 95% será 


0,50 – (0,1633) (3,18) < 1 < 0,50 + (0,1633) (3,18) 


O sea 


–0,019 < 1 < 1,0193 


Por tanto, el intervalo de confianza buscado es: 0,50 ± 3,18245 · 0,1633, i. e., 


se puede afirmar con una probabilidad del 95% que 1 se encuentra en el in- 


tervalo de extremos –0,0197 y 1,0197. 


En la tabla 4 se presentase el intervalo de confianza calculado con Ex- 


cel. El resumen muestra en las ultimas columnas los valores estimados 


de intervalo de confianza del 95% para los parámetros de regresión 0 
y 1, también las desviaciones estándar estimadas (columna Error típi- 


co), el valor estadístico t (columna Estadístico t) y los p-valores (columna 


Probabilidad). 


Tabla 4. Resumen de la figura 13 (Resultados del análisis de regresión. Excel) 


3.2. Modelos de regresión simple no lineales: 


modelo cuadrático y cúbico 


Existen algunas relaciones que no son estrictamente lineales, y se pueden de- 


sarrollar métodos con el fin de poder utilizar los métodos de regresión para es- 


timar los coeficientes del modelo. 


Aparte de los modelos de regresión lineales, se pueden establecer otros que 


no son lineales, entre los cuales destacamos: el modelo cuadrático y el cú- 


bico, que son modelos curvilíneos. Cada modelo corresponde con el grado 


de la ecuación, siendo Y la respuesta y X la variable predictora, 0 la orde- 


nada en el origen, y 1, 2, y 3 los coeficientes. Es importante escoger el 


modelo apropiado cuando se modelizan datos usando regresión y análisis 


de tendencia. 


 
 
2, /2 
n 
t 
3;0,025 
t 


Coeficientes 
Error típico 
Estadístico t 
Probabilidad 
Inferior 95% 
Superior 95% 


Intercepción 
1,4 
1,08320512 
1,29246066 
0,286745 
2,047242 
4,847242134 


Funcionamiento (X) 
0,5 
0,16329932 
3,06186218 
0,054913 
0,019691 
1,019691305 


CC-BY-SA • PID_00161061 
35 
Relación entre variables: causalidad, correlación y regresión 


Modelo cuadrático: Y = 
+ 
X + 
X2 


Modelo cúbico: Y = 
+ 
X + 
X2 + 
X3 


Para determinar qué modelo utilizar, se representan previamente los datos 


(diagrama de dispersión) y se calcula el coeficiente de correlación lineal de 


Pearson. Conviene recordar que dicho coeficiente “r” mide el grado de asocia- 


ción que existe entre las variables X e Y cuando se ajusta a su nube de puntos 


una línea recta, pero no mide el grado de ajuste de una curva a la nube de pun- 


tos. Podría darse el caso de que la relación entre las variables fuera grande, sólo 


que distribuida a lo largo de una curva, en cuyo caso, al ajustar a una recta se 


obtendría un coeficiente de correlación lineal “r” y un coeficiente de determi- 


nación “R2” bajo. Calcularíamos el ajuste simultáneo a los modelos no lineales 


(cuadrático y cúbico) y se calcularían los coeficientes de determinación para 


ambos modelos para determinar la bondad del ajuste. El mejor modelo será el 


que presente el valor más elevado de R2. 


Los métodos de inferencia para los modelos no lineales transformados son los 


mismos que se han desarrollado para los modelos lineales. Así, si se tiene un 


modelo cuadrático, el efecto de una variable X está indicado por los coeficien- 


tes tanto de los términos lineales como de los términos cuadráticos. 


0 
 
1 
 
2 
 


0 
 
1 
 
2 
 
3 
 
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Ejemplo. Número de visitantes a un museo (estimación de un modelo 


cuadrático utilizando Minitab) 


Se desea estudiar la variación entre el número de visitantes a un museo en fun- 


ción del número de obras visitadas. La tabla 5 muestra el número de visitantes 


y el número de obras visitadas. Se han seleccionado aleatoriamente los datos 


correspondientes a 6 días. 


Tabla 5. Número de visitantes a un museo 


Con estos datos podemos deducir si existe relación entre ambas variables y si 


las variables están relacionadas establecer el mejor modelo. 


La figura 25 representa el diagrama de dispersión para estos datos. El diagrama 


de dispersión indica que posiblemente hay una relación curvilínea entre el nú- 


mero de de obras visitadas y el número de visitantes. 


Figura 25. Diagrama de dispersión para ejemplo 2. Minitab 


Antes de deducir la ecuación curvilínea entre número de obras visitadas y nú- 


mero de visitantes, se realiza el ajuste a un modelo de regresión lineal simple 


(de primer orden) siguiendo los pasos que muestra la figura 26. 


Figura 26. Pasos a seguir para comprobar el modelo lineal 


Número de visitantes (Y) 
22 
24 
26 
30 
35 
40 


Número de obras visitadas (X) 
12 
21 
33 
35 
40 
36 


Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Stat > Re- 
gresión > Fitted Line Plot > 
Linear y se rellenan los campos 
en la ventana correspondiente. 
Seleccionad OK para obtener el 
output de la figura 27 y 28. 
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Figura 27. Gráfica de la ecuación de regresión de mínimos cuadrados 


Figura 28. Resultados del análisis de regresión. Modelo lineal simple 


Observamos que con el modelo lineal se explica un 63,1% de la variabilidad 


del número de visitantes (R2 = 63,1%). La ecuación de ajuste es: 


Número de visitantes (Y) = 6,77 + 1,230; número de obras visitadas (X) 


A continuación se presenta el ajuste del modelo cuadrático y, como se puede 


ver en la gráfica de la figura 29, los puntos se ajustan mejor a una función no 


lineal. 


Figura 29. Gráfica del ajuste cuadrático 
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Observamos que el ajuste cuadrático es muy bueno con un valor de R2= 94,5% 


que mejora el ajuste lineal. La ecuación de ajuste es: 


Número de visitantes (Y) = 168,9 + 12,19; número de obras visitadas 0,1770; 


número de obras visitadas2 


Figura 30. Resultados del análisis de regresión. Modelo cuadrático 


A continuación se presenta el ajuste del modelo cúbico: 


Figura 31. Gráfica del ajuste cúbico 
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Figura 32. Resultados del análisis de regresión. Modelo cúbico 


El ajuste al modelo cúbico también es bueno con un valor alto de R2 = 96,4 % 


que mejora el ajuste lineal e iguala al cuadrático. 


La ecuación de ajuste es: 


Número de visitantes (Y) = 420,9 + 37,75 Número de obras visitadas 1,021 


Número de obras visitadas2 + 0,009081 Número de obras visitadas3 


Analizando la significatividad de los modelos mediante el p-valor, el modelo 


cuadrático por tener el menor p-valor (p-valor = 0,026) es el más significativo, 


por lo que se elegiría como mejor ajuste el cuadrático. 


La figura 33 muestra el correspondiente output que ofrece Microsoft Excel del 


ejemplo 2. “Número de visitantes a un museo”. Seleccionando la opción 


Tipo de tendencia poligonal de segundo orden, que coincide con el ajuste cua- 


drático elegido con Minitab (figuras 29 y 30). La ecuación de ajuste y el valor 


de R2 coinciden con las obtenidas con Minitab. 
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Figura 33. Gráfica del ajuste cuadrático. Excel 


3.3. Transformaciones de modelos de regresión no lineales: 


modelos exponenciales 


Algunas relaciones entre variables pueden analizarse mediante modelos expo- 


nenciales. Por ejemplo las relaciones entre la variable tiempo (X) y otras varia- 


bles (Y) como la población, los precios de algunos productos, el número de 


ordenadores infectados son exponenciales. Los modelos exponenciales de de- 


manda se utilizan mucho en el análisis de conducta del mercado. 


Para tratar este modelo se realizará una transformación de las variables de ma- 


nera que el modelo se convierta en lineal. 


Si en la ecuación 
tomamos logaritmos ln y = ln(kax), obtenemos, por 


aplicación de las propiedades de los logaritmos: 


ln y = ln k + xln a 


Esta ecuación muestra un modelo lineal entre las variables X y ln Y. 


Curva en un modelo 
exponencial 


En el modelo lineal se ajusta la 
nube de puntos a una recta de 
ecuación: 


En el modelo exponencial se 
ajusta a una curva de ecuación: 


 
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 
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0, 
0 
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y 
ka 
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El modelo exponencial es del tipo: 


donde k y a son valores constantes. 
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Si representamos el diagrama de dispersión de los puntos (xi, ln yi) y la nube 


de puntos presenta una estructura lineal, se puede pensar que entre las varia- 


bles X e Y hay una relación exponencial. 
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4. Modelos de regresión múltiple 


En el apartado 3.1 hemos presentado el método de regresión simple para ob- 


tener una ecuación lineal que predice una variable dependiente o endógena 


en función de una única variable independiente o exógena: número total de 


libros vendidos en función del precio. Sin embargo, en muchas situaciones, 


varias variables independientes influyen conjuntamente en una variable de- 


pendiente. La regresión múltiple permite averiguar el efecto simultáneo de va- 


rias variables independientes en una variable dependiente utilizando el 


principio de los mínimos cuadrados. 


Existen muchas aplicaciones de la regresión múltiple para dar respuesta a pre- 


guntas como las siguientes: 


¿En qué medida el precio de un ordenador depende de la velocidad del proce- 


sador, de la capacidad del disco duro y de la cantidad de memoria RAM? 


¿Cómo relacionar el índice de impacto de una revista científica con el número 


total de documentos publicados y el número de citas por documento? 


¿El sueldo de un titulado depende de la edad, de los años que hace que acabó 


los estudios, de los años de experiencia en la empresa, etc.? 


¿El precio de alquiler de un piso depende de los metros cuadrados de superfi- 


cie, de la edad de la finca, de la proximidad al centro de la ciudad, etc.? 


¿El precio de un coche depende de la potencia del motor, del número de puer- 


tas y de multitud de accesorios que puede llevar: airbag, ordenador de viaje, 


equipo de alta fidelidad volante deportivo, llantas especiales, etc.? 


Los métodos para ajustar modelos de regresión múltiple se basan en el mismo 


principio de mínimos cuadrados explicado en el apartado 3.1. 


Nuestro objetivo es aprender a utilizar la regresión múltiple para crear y ana- 


lizar modelos. Por lo tanto se aprenderá cómo funciona la regresión múltiple 


y algunas directrices para interpretarla. Comprendiendo perfectamente la re- 


gresión múltiple, es posible resolver una amplia variedad de problemas aplica- 


dos. Este estudio de los métodos de regresión múltiple es paralelo al de 


regresión simple. El primer paso para desarrollar un modelo consiste en la se- 


lección de las variables y de la forma del modelo. A continuación, estudiamos 


el método de mínimos cuadrados y analizamos la variabilidad para identificar 


los efectos de cada una de las variables de predicción. 
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Después estudiamos la estimación, los intervalos de confianza y el contraste 


de hipótesis. Utilizamos aplicaciones informáticas para indicar cómo se aplica 


la teoría a problemas reales. 


Desarrollo del modelo 


Cuando se aplica la regresión múltiple, se construye un modelo para explicar 


la variabilidad de la variable dependiente. Para ello hay que incluir las influen- 


cias simultáneas e individuales de varias variables independientes. Se supone, 


por ejemplo, que se quiere desarrollar un modelo que prediga el precio de las 


impresoras láser que desea liquidar una empresa. Un estudio inicial indicaba 


que el precio estaba relacionado con el número de páginas por minuto que la 


impresora es capaz de imprimir y los años de antigüedad de la impresora en 


cuestión. Eso llevaría a especificar el siguiente modelo de regresión múltiple 


con dos variables independientes. 


y = 0 + 1x1 + 2x2 +  


donde: 


Y = precio en euros 


X1 = número de páginas impresas por minuto 


X2 = años de antigüedad de la impresora 


La tabla 6 contiene 12 observaciones de estas variables. Utilizaremos estos da- 


tos para desarrollar el modelo lineal que prediga el precio de las impresoras en 


función del número de páginas impresas por minuto y de los años de antigüe- 


dad de la impresora. 


Tabla 6. Datos del ejemplo “Estudio sobre el precio de impresoras láser en función de su 
velocidad de impresión y la antigüedad del modelo”. 


Pero antes de poder estimar el modelo es necesario desarrollar y comprender 


el método de regresión múltiple. 


El modelo de regresión múltiple es 


Donde 0, 1, 2,... , k son los coeficientes de las variables independientes o 


exógenas y  (letra griega épsilon) es el error o residuo y es una variable alea- 


Nota 


En el caso general empleare- 
mos k para representar el nú- 
mero de variables 
independientes. 


X1 
6 
6 
6 
6 
8 
8 
8 
8 
12 
12 
12 
12 


X2 
6 
4 
2 
0 
6 
4 
2 
0 
6 
4 
2 
0 


Y 
466 
418 
434 
487 
516 
462 
475 
501 
594 
553 
551 
589 


    
  
 
  
  
0 
1 1 
2 2 
... 
k k 
i 
y 
x 
x 
x 
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toria. Más adelante describiremos todos los supuestos del modelo para el mo- 


delo de regresión múltiple y para . 


Los coeficientes en general no se conocen y se deben determinar a partir de los 


datos de una muestra y empleándose el método de mínimos cuadrados para 


llegar a la ecuación estimada de regresión que más se aproxima a la relación 


lineal entre las variables independientes y dependiente. El procedimiento es 


similar al utilizado en la regresión simple. En la regresión múltiple el mejor 


ajuste es un hiperplano en espacio n-dimensional (espacio tridimensional en 


el caso de dos variables independientes, figura 34). 


Figura 34. Gráfica de la ecuación de regresión, para el análisis de regresión múltiple 
con dos variables independientes 


Los valores estimados de la variable dependiente se calculan con la ecuación 


estimada de regresión múltiple: 


Donde 
son los valores de los estimadores de los parámetros o 


coeficientes de la ecuación de regresión múltiple, la deducción de estos coefi- 


cientes requiere el empleo del álgebra de matrices y se sale del propósito de 


este texto. Así, al describir la regresión múltiple lo enfocaremos hacia cómo se 


pueden emplear los programas informáticos de cálculo para obtener la ecua- 


ción estimada de regresión y otros resultados y su interpretación, y no hacia 


cómo hacer los cálculos de la regresión múltiple. 


Considerando de nuevo el modelo de regresión con dos variables indepen- 


dientes del ejemplo 3. “Estudio sobre el precio de impresoras láser en función 


de su velocidad de impresión y la antigüedad del modelo”. Utilizando los da- 


tos de la tabla 6 se ha estimado un modelo de regresión múltiple, que se ob- 


serva en la salida Minitab de la figura 35. 


Criterio de mínimos 
cuadrados 


Donde: 
yi = valor observado de la va- 
riable dependiente en la i-ési- 
ma observación. 
= valor estimado de la varia- 
ble dependiente en la i-ésima 
observación. 
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Figura 35. Resultados del ejemplo 3 del análisis de regresión múltiple para dos variables 
independientes 


Los coeficientes estimados se identifican en la salida de los programas 


informáticos 


La ecuación de regresión múltiple es: Y = 330 + 20,2 X1 0,50 X2 


La interpretación de los coeficientes es la siguiente: 


• 
Coeficiente de X1 (20,2 euros): sería el aumento del precio de la impresora 


cuando aumenta en una unidad el número de páginas por minuto que im- 


prime, cuando las demás variables independientes se mantienen constan- 


tes (en este caso X2, la antigüedad no varía). 


• 
Coeficiente X2 (0,50 euros): sería la disminución del precio por cada año 


más de antigüedad de la impresora, cuando X1 permanece constante (el 


número de páginas por minuto no varía). 


• 
Término independiente (330): no tiene mucho sentido interpretarlo en 


este caso ya que representaría el precio de una impresora que no puede im- 


primir ninguna página. 


El coeficiente de determinación múltiple 


En la regresión lineal simple vimos que la suma total de cuadrados se puede 


descomponer en dos componentes: la suma de cuadrados debida a la regresión 


y la suma de cuadrados debida al error. Este mismo procedimiento se aplica a 


la suma de cuadrados de la regresión múltiple. El coeficiente de determinación 


múltiple mide la bondad de ajuste para la ecuación de regresión múltiple. Este 


coeficiente se calcula como sigue: 


Se puede interpretar como la proporción de variabilidad de la variable depen- 


diente que se puede explicar con la ecuación de regresión múltiple. Cuando se 


Pasos a seguir 


Para estimar el modelo de re- 
gresión múltiple introducimos 
los datos en Minitab para cal- 
cular el modelo. 
Se sigue la ruta Stat > Regres- 
sion > Regression y se rellenan 
los campos en la ventana co- 
rrespondiente. Se selecciona 
OK para obtener el análisis de 
regresión. 


Coeficiente de 
determinación R2 


El coeficiente de determina- 
ción R2 en Minitab se designa 
como R-sq. 


2 
SSR 
R 
SST 
 
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multiplica por cien, se interpreta como la variación porcentual de y que se ex- 


plica con la ecuación de regresión. 


En general, R2 aumenta cuando se añaden variables independientes (variables 


explicativas o predictoras) al modelo. Si se añade una variable al modelo, R2 


se hace mayor (o permanece igual), aun cuando esa variable no sea estadísti- 


camente significativa. El coeficiente de determinación corregido o adjusted 


R-sq elimina el efecto que se produce sobre el R-sq cuando se aumenta el nú- 


mero de variables independientes. 


El coeficiente de correlación múltiple se define como la raíz cuadrada posi- 


tiva del R-sq. Este coeficiente nos proporciona la correlación existente entre la 


variable dependiente (respuesta) y una nueva variable formada por la combi- 


nación lineal de los predictores. 


Continuando con el ejemplo 3. “Estudio sobre el precio de impresoras láser 


en función de su velocidad de impresión y la antigüedad del modelo”, in- 


terpretaremos el resultado del coeficiente de determinación R-Sq = 82,9% (fi- 


gura 35). Significa que el 82,9% de la variabilidad en el precio de impresoras 


láser se explica con la ecuación de regresión múltiple, con el número de pági- 


nas que imprime por minuto y los años de antigüedad. La figura 35 muestra 


que el valor R-Sq (adj) = 79,1%, significa que si se agregase una variable inde- 


pendiente (predictora) el valor de R2 no aumentaría. 


Supuestos del modelo 


Los supuestos acerca del término del error , en el modelo de regresión múlti- 


ple, son similares a los del modelo de regresión lineal simple. 


Por simplicidad, consideraremos un modelo de regresión con sólo dos varia- 


bles explicativas (X1 y X2). La ecuación de regresión múltiple, con dos varia- 


bles independientes será: 


y = 0 + 1x1 + 2x2 +  


donde los i representan coeficientes reales y  representa el error aleatorio. 


1) El error es una variable aleatoria cuyo valor medio u esperado es cero; esto 


es E() = 0. 


2) Para todos los valores de X1 y X2, los valores de Y (o, alternativamente, los 


valores de () muestran varianza constante 2. 


3) Para cada valor de X1 y X2, la distribución de Y (o, alternativamente, la de ) 


es aproximadamente normal. 
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4) Los valores de Y obtenidos (o, alternativamente, los de ) son independientes. 


Hay toda una serie de gráficos que nos pueden ayudar a analizar los resultados 


de una regresión lineal múltiple y a comprobar si se cumplen o no los supues- 


tos anteriores: 


1) Un gráfico de la variable dependiente frente a los valores estimados por el 


modelo nos ayudará a comprobar visualmente la bondad del ajuste. 


2) Representando los residuos frente a los valores estimados podremos com- 


probar la variabilidad vertical en los datos. Ello nos permitirá saber si se cum- 


ple el supuesto de varianza constante. 


3) Un gráfico de residuos frente a cada una de las variables explicativas puede re- 


velar problemas adicionales que no se hayan detectado en el gráfico anterior. 


4) Para comprobar la hipótesis de normalidad suele ser conveniente realizar 


un test y un gráfico de normalidad para los residuos. 


En el ejemplo se comprueba si se cumplen los supuestos del modelo utilizado. 


En la gráfica de la figura 36 podemos comprobar que los residuos siguen una 


distribución aproximadamente normal, ya que los puntos se acercan bastante 


a una recta. 


Figura 36. Gráfica de probabilidad normal 


La figura 37 presenta el gráfico de los valores residuales frente a los valores es- 


timados. Los residuos se distribuyen aleatoriamente, no presenta ningún tipo 


de estructura y podemos concluir que es válido el modelo lineal múltiple. 


También observamos en este gráfico que las varianzas de los residuos son 


constantes. El procedimiento y la interpretación de los supuestos se explica- 
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ron en el apartado 3.1. (modelos de regresión lineal simple) y son iguales a los 


correspondientes de regresión múltiple. 


Figura 37. Gráfica de los residuos en función de los valores estimados 


Pruebas de significación 


Las pruebas de significación que empleamos en la regresión lineal fueron una 


prueba t y una prueba F. En ese caso, ambas pruebas dan como resultado la 


misma conclusión: si se rechaza la hipótesis nula, la conclusión es que 1 0. 


En la regresión múltiple la prueba t y F tienen distintas finalidades. 


La prueba F se usa para determinar si hay una relación significativa entre la 


variable dependiente y el conjunto de todas las variables independientes. En 


estas condiciones se le llama prueba de significación global. 


La prueba t se aplica para determinar si cada una de las variables independien- 


tes tiene significado. Se hace una prueba t por separado para cada variable in- 


dependiente en el modelo y a cada una de estas pruebas se le llama prueba de 


significación individual. 


Prueba F o análisis de la varianza en regresión lineal 


Las hipótesis para la prueba F implican los parámetros del modelo de regresión 


múltiple: 


Hipótesis nula: H0: 1 = 2 = … = k = 0 


Hipótesis alternativa: H1: uno o más de los parámetros no es igual a cero (al 


menos un parámetro es  0). Debemos fijar el nivel se significación . 
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Si se rechaza H0 tendremos suficiente evidencia estadística para concluir que 


uno o más de los parámetros no es igual a cero y que la relación general entre 


y y el conjunto de variables independientes x1, x2,…..xk es significativa. Sin 


embargo, si no podemos rechazar H0, no tenemos la evidencia suficiente para 


llegar a la conclusión de que la relación es significativa. 


Para realizar el contraste debemos calcular el estadístico de contraste F. El es- 


tadístico F es una variable aleatoria que se comporta según una distribu- 


ción F-Snedecor con k grados de libertad en el numerador (DF-Regresión) 


y n-k-1 grados de libertad en el denominador (DF- Error). Donde k son 


los grados de libertad de la regresión iguales a la cantidad de variables in- 


dependientes y n es el número de observaciones. Así pues, el estadístico de 


contraste es: 


También podemos definir el estadístico de contraste como el cociente de cua- 


drados medio (mean squares). 


El valor del estadístico de contraste F podemos definirlo como: 


Regla de decisión del contraste de hipótesis 


Podemos actuar de dos maneras: 


a) A partir del p-valor. Este valor es: p-valor = P(F; k,nk1 > F*), donde F es un 


valor de la distribución F con k grados de libertad en el numerador y nk1 grados 


de libertad en el denominador. 


• 
Si p-valor  se rechaza la hipótesis nula H0; por tanto, el modelo en con- 


junto explica de forma significativa la variable Y. Es decir, el modelo sí con- 


tribuye con información a explicar la variable Y. 


 
 
 
* 
/ 
1 


SSR k 
F 
SSE n 
k 


Cuadrado medio 


Es la suma de cuadrados dividi- 
da por los grados de libertad 
(DF) correspondientes. Esta 
cantidad se usa en la prueba F 
para determinar si hay diferen- 
cias significativas entre medias. 


El cuadrado medio debido a la regresión o simplemente regresión del cua- 


drado medio se representa por MSR (mean square regression): 


El cuadrado medio debido a los errores o residuos se llama cuadrado me- 


dio residual o cuadrado medio del error se representa por MSE (mean square 


residual error): 


 
 
gradosdelibertaddelaregresión 


SSR 
SSR 
MSR 
k 


 
 
 
 
gradosdelibertaddelerror 
1 
SSE 
SSR 
MSE 
n 
k 


 
* 
MSR 
F 
MSE 
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• 
Si p-valor   no se rechaza la hipótesis nula H0; por tanto, no hay una re- 


lación significativa. El modelo en conjunto no explica de forma significa- 


tiva la variable Y. 


b) A partir de los valores críticos 


• 
Si F* > F; k,,nk1, se rechaza la hipótesis nula H0 


• 
Si F* < F; k,,nk1, no se rechaza la hipótesis nula H0 


Los cálculos necesarios se pueden resumir en la tabla 7, conocida como tabla 


de análisis de la varianza: 


Tabla 7. Análisis de varianza para un modelo de regresión múltiple con k variables 
independientes 


Aplicaremos la prueba F al ejemplo 3. Con dos variables independientes “nú- 


mero de páginas por minuto (X1)” y “antigüedad de la impresora (X2)”. 


Las hipótesis se formulan como sigue: 


H0: 1= 2 = 0 


H1: 1 y/o 2 no es igual a cero 


Fijamos un nivel de significación del 5% ( = 0,05). 


La figura 38 muestra los resultados del modelo de regresión múltiple, en la par- 


te de resultados correspondiente al análisis de varianza. 


Figura 38. Resultados obtenidos con Minitab.Tabla de análisis de varianza 


El valor del estadístico de contraste es F* = 21,82, el p-valor = 0,000 


Como p-valor < , rechazamos la hipótesis nula, por tanto, el modelo en con- 


junto explica de forma significativa la variable Y. Es decir, llegamos a la con- 


Tabla de análisis 
de varianza 


En la primera columna se pone 
la fuente de variación, los ele- 
mentos del modelo responsa- 
bles de la variación. 
En la segunda columna pone- 
mos la suma de cuadrados co- 
rrespondientes. 
En la tercera columna pone- 
mos los grados de libertad co- 
rrespondientes a las sumas de 
cuadrados. 
En la cuarta columna con el 
nombre de cuadrados medios 
se ponen las sumas de cuadra- 
dos divididas por los grados de 
libertad correspondientes. Sólo 
para SSR y SSE. 
En la quinta columna ponemos 
el estadístico de contraste F. 


Fuente de variación 
Suma de 
cuadrados 


Grados de 
libertad 


Cuadrados 
medios 
F 


Regresión 
SSR 
k 
MSR = SSR/k 


Error 
SSE 
nk1 
MSE = SSE/nk1 


Total 
SST 
n-1 


MSR 
F 
MSE 
 
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clusión de que hay una relación significativa entre el precio de la impresora y 


las dos variables independientes que son número de páginas impresas por mi- 


nuto (X1) y la antigüedad de la impresora (X2). 


Prueba t 


Se utiliza para determinar el significado de cada uno de los parámetros indivi- 


duales. Las hipótesis para la prueba t implican los parámetros del modelo de 


regresión múltiple, se hace un contraste para cada parámetro : 


Hipótesis nula: H0: 1 = 2 = … = k = 0 


Hipótesis alternativa: H1: uno o más de los parámetros no es igual a cero (al 


menos un parámetro es  0). Debemos fijar el nivel se significación . 


El estadístico de contraste es: 


Sigue una distribución t de Student con n-k-1 grados de libertad 


Regla de decisión del contraste de hipótesis 


Podemos actuar de dos maneras: 


a) A partir del p-valor. Este valor es: p = 2P(tn–k1 > | t*|). 


• 
Si p  se rechaza la hipótesis nula H0; se rechaza la hipótesis nula H0; por 


tanto, hay una relación lineal entre la variable Xi e Y. Por consiguiente, di- 


cha variable debe permanecer en el modelo. 


• 
Si p   no se rechaza la hipótesis nula H0; por tanto, no hay una relación 


lineal entre la correspondiente variable Xi e Y. Decimos que la variable im- 


plicada Xi es no explicativa y podemos eliminarla del modelo. 


b) A partir de los valores críticos ± t/2, nk1, de manera que: 


• 
Si |t*| > t/2, nk1, se rechaza la hipótesis nula H0; por tanto, la variable es 


significativa. 


• 
Si |t*| > t/2, nk1, no se rechaza la hipótesis nula H0; por tanto, la variable 


no es significativa. Decimos que la variable implicada Xi no es explicativa. 


 


 


* 
i 


ï 


t 
S 


 
 
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Si la prueba F del ejemplo (figura 38) ha mostrado que la relación múltiple tie- 


ne significado, se puede hacer una prueba t para determinar el significado de 


cada uno de los parámetros individuales. El nivel de significación es  = 0,05. 


Obsérvese que los valores de los estadísticos t aparecen en la figura 39. Los 


p-valores de los contrastes individuales son para el contraste de1 el p-valor = 


0,000 y para 2, p-valor = 0,887. 


Figura 39. Resultados obtenidos con Minitab 


Interpretamos el contraste para el parámetro 1, la H0: 1 = 0, H1: 1  0. Como 


0,000 < 0,05 se rechaza H0, y, por tanto, la variable X1 (número de páginas im- 


presas por minuto) es significativa. 


El contraste para el parámetro 2, la H0: 2 = 0, H1: 2  0. Como 0,887 > 0,05 


no podemos rechazar H0, por lo que la variable X2 (antigüedad) no es signifi- 


cativa y podríamos eliminarla del modelo porque no influye significativamen- 


te en el precio. 


El problema de la multicolinealidad 


En los problemas de regresión lineal múltiple esperamos encontrar depen- 


dencia entre la variable Y y las variables explicativas X1, X2, ..., Xk, pero 


en algunos problemas de regresión podemos tener también algún tipo de 


dependencia entre algunas de las variables Xj. En este caso tenemos infor- 


mación redundante en el modelo. Este fenómeno se llama multicolineali- 


dad y suele ser bastante frecuente en los modelos de regresión lineal 


múltiple. 


El término multicolinealidad en análisis de regresión múltiple indica la co- 


rrelación entre variables independientes. La multicolinealidad puede tener 


efectos muy importantes en las estimaciones de los coeficientes de la regre- 


sión y, por tanto, sobre las posteriores aplicaciones del modelo estimado. 


Cuando las variables independientes están muy correlacionadas no es posi- 


ble determinar el efecto por separado de una de ellas sobre la variable depen- 


diente. Cuando existe multicolinealidad, los resultados de los contrastes de 


hipótesis sobre el modelo conjunto y los resultados de los contrastes indivi- 


duales son aparentemente contradictorios, pero realmente no lo son. Este 


efecto lo veremos en el ejemplo propuesto (figura 40). Minitab dispone de 


una opción, llamada Variance Inflation Factors (VIF), que nos permite 


identificar la multicolinealidad entre los predictores del modelo. La figura 40 


indica los pasos a seguir. 
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Figura 40. Pasos a seguir para identificar la multicolinealidad 


Ahora la figura 41 de los resultados del análisis de regresión múltiple contiene 


los valores VIF. Cada coeficiente VIF es de 1,000. Estos valores son bajos, lo 


que indica que las variables independientes no están correlacionadas. Dado 


que estos valores indican que el grado de colinearidad es bajo. No existe mul- 


ticolienalidad en el modelo propuesto. 


Figura 41. Resultados del ejemplo 3 del análisis de regresión múltiple, que incluye los Variance 
Inflation Factors (VIF) o factores de inflación de la varianza 


Usando Microsoft Excel para obtener el análisis de regresión del ejemplo 3. 


“Estudio sobre el precio de impresoras láser en función de su velocidad de 


impresión y la antigüedad del modelo”. 


La tabla 8 muestra el correspondiente output que ofrece Microsoft Excel. 


Tabla 8. Resultados del análisis de regresión del ejemplo 3. Estudio sobre el precio de impresoras 
láser en función de su velocidad de impresión y la antigüedad del modelo. Excel 


Pasos a seguir 


Se sigue la ruta Stat > Regression 
> Regression > Options y se 
rellenan los campos en la venta- 
na correspondiente. Seleccio- 
nad OK. 


Pasos a seguir 


Para efectuar la regresión múlti- 
ple con MS Excel, una vez intro- 
ducidos los datos en la hoja de 
cálculo se sigue la siguiente ruta: 
clic en Herramientas > Análisis 
de datos > Regresión > OK. 
A continuación se seleccionan 
los rangos de datos de las varia- 
bles. 
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Resumen 


En este módulo hemos introducido conceptos de relaciones funcionales y es- 


tadísticas, así como el de variables dependientes y el de variables independien- 


tes. Hemos comentado la construcción de un diagrama de dispersión como 


paso inicial a la hora de buscar algún tipo de relación entre dos variables. Si el 


diagrama muestra una estructura lineal, entonces se buscará la recta que mejor 


se ajusta a las observaciones. Hemos puesto de manifiesto la importancia de 


interpretar correctamente los coeficientes de la recta. También hemos visto 


cómo se debe utilizar la recta de regresión para realizar predicciones. Hemos 


introducido una medida numérica de la bondad de ajuste. Esta medida se ob- 


tiene con el coeficiente de determinación, discutiendo los valores que puede 


tomar. Finalmente, hemos comentado la importancia de analizar los residuos 


para hacer un diagnóstico del modelo lineal obtenido. 


En este módulo de regresión lineal simple hemos considerado que las obser- 


vaciones sobre dos variables X e Y son una muestra aleatoria de una población 


y que se utilizan para extraer algunas conclusiones del comportamiento de las 


variables sobre la población, y para ello hemos visto cómo hacer inferencia so- 


bre la pendiente de la recta obtenida a partir de la muestra y cómo hacer un 


contraste de hipótesis para decidir si la variable X explica realmente el com- 


portamiento de la variable Y. También hemos comentado algunas las relacio- 


nes no lineales y la manera en que se puede transformar en una lineal. 


Hemos tratado la regresión lineal múltiple como una generalización del modelo 


de regresión lineal simple en aquellos casos en los que se tiene más de una varia- 


ble explicativa. Finalmente, hemos visto cómo hacer inferencia sobre los coefi- 


cientes de regresión obtenidos a partir de la muestra, cómo hacer un contraste de 


hipótesis para cada uno de los coeficientes obtenidos para decidir si las variables 


independientes explican realmente el comportamiento de la variable dependien- 


te o se puede prescindir de alguna de ellas. También hemos realizado un contraste 


conjunto del modelo. Finalmente, hemos presentado el posible problema de mul- 


ticolinealidad que puede aparecer y que es debido a la relación entre algunas de 


las variables explicativas que supuestamente son independientes. 


CC-BY-SA • PID_00161061 
55 
Relación entre variables: causalidad, correlación y regresión 


Ejercicios de autoevaluación 


1) Los precios de una pantalla TFT de una conocida marca son los siguientes: 


Calculad la recta de regresión para explicar el precio a partir del tamaño. 


2) Con los datos de la cuestión anterior queremos decidir si se trata de un buen modelo. ¿Qué 
método proponéis para determinar si se ajusta bien? ¿Qué podemos decir del caso concreto 
del ejemplo anterior? 


3) Consideramos un modelo lineal para explicar el rendimiento de un sistema informático 
(variable Y) en relación con el número de buffers y el número de procesadores (variables X1 
y X2 respectivamente). Se obtiene el modelo Y = –3,20 + 2X1 + 0,0845X2 con un coeficiente 
de determinación de 0,99. ¿Se trata de un buen modelo? ¿Cuál será el rendimiento esperado 
si tenemos 1 buffer y 1 procesador? Comentad si este valor os parece lógico y si puede rela- 
cionarse con la bondad del modelo. 


4) La empresa Ibérica editores tiene que decidir si firma o no un contrato de mantenimiento para 
su nuevo sistema de procesamiento de palabras. Los directivos creen que el gasto de manteni- 
miento debe estar relacionado con el uso y han reunido la información que vemos en la tabla 
siguiente sobre el uso semanal, en horas, y el gasto anual de mantenimiento (cientos de euros). 


a) Determinad la ecuación de regresión que relaciona el costo anual de mantenimiento con 
el uso semanal. 


b) Probad el significado de la relación obtenida en el apartado a al nivel de significación 0,05. 


c) Ibérica editores espera usar el procesador de palabras 30 horas semanales. Determinad un 
intervalo de predicción del 95% para el gasto de la empresa en mantenimiento anual. 


d) Si el contrato de mantenimiento cuesta 3.000 euros anuales, ¿recomendaríais firmarlo? 
¿Por qué? 


5) Una biblioteca pública de una ciudad española ofrece un servicio vía Internet de préstamo 
de libros a los usuarios. Se quiere estudiar la correlación entre el número de usuarios de esta 
biblioteca virtual y cuántos de ellos acaban realizando los préstamos. 


Los datos de los últimos doce meses son: 


a) Determina el coeficiente de correlación entre las dos variables. Calcula y representa la recta 
de regresión. 


Tamaño (pulgadas) 
15 
17 
19 
24 


Precio (euros) 
251 
301 
357 
556 


Uso semanal 
(horas) 


Gastos anuales 
de mantenimiento 


13 
17,0 


10 
22,0 


20 
30,0 


28 
37,0 


32 
47,0 


17 
30,5 


24 
32,5 


31 
39,0 


40 
51,5 


38 
40,0 


Usuarios 
296 
459 
602 
798 
915 
521 
362 
658 
741 
892 
936 
747 


Préstamos 
155 
275 
322 
582 
761 
324 
221 
415 
562 
628 
753 
569 
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b) ¿Qué número de préstamos se esperaría si el número de usuarios aumentase a 1.000? 


6) Un experto documentalista necesita saber si la eficiencia de un nuevo programa de bús- 
queda bibliográfica depende del volumen de los datos entrantes. La eficiencia se mide con el 
número de peticiones por hora procesadas. Aplicando el programa a distintos volúmenes de 
datos, obtenemos los resultados siguientes: 


a) Calculad la recta de regresión para explicar las peticiones procesadas por hora a partir del 
volumen de datos e interpretad los parámetros obtenidos. 


b) Cread el gráfico de ajuste a la recta de mínimos cuadrados. 


c) Determinad el coeficiente de correlación lineal entre las dos variables e interpretad su sig- 
nificado. 


d) Determinad el coeficiente de determinación R2 e interpretad su significado. 


e) Calculad, a partir de la recta anterior, cuántas peticiones podemos esperar para un volu- 
men de datos de 12 gigabytes. 


f) Realizad el contraste de hipótesis sobre la pendiente. ¿Podemos afirmar a un nivel de sig- 
nificación de 0,05 que la pendiente de la recta es cero? 


Volumen (gigabytes), X 
6 
7 
7 
8 
10 
10 
15 


Peticiones procesadas, Y 
40 
55 
50 
41 
17 
26 
16 
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Solucionario 


1) Precio = –279,11 + 34,42 · tamaño. 


2) Para estudiar la calidad del ajuste, se calcula el coeficiente de correlación muestral r = 0,994 


3) Es un buen modelo ya que el coeficiente de determinación es muy cercano a 1. El rendi- 
miento, si tenemos un buffer y un procesador sería: Y = –3,20 + 2 · 1 + 0,0845 · 1 = –1,1155. 
Este valor no tiene sentido, ya que el rendimiento no puede ser negativo. De todas las mane- 
ras, este hecho no es contradictorio con tener un buen modelo ya que estamos fuera del in- 
tervalo donde la regresión funciona. 


4) 
a) 
. 
b) Relación significativa; p-valor = 0,000. 
c) 
euros. 
d) Sí, la probabilidad de encontrar el gasto de mantenimiento dentro del intervalo de con- 
fianza es del 95%. 


5) 
a) r = 0,978. 


b) –151,6 + 0,9317  1.000 
780 préstamos 


6) 
a) 


La recta de regresión será: 


Peticiones procesadas = 72,29 – 4,143 volumen (gigabytes). 


La ordenada en el origen: 72,29; en este caso su significado no tiene ningún sentido. 


La pendiente de la recta: –4,143; es negativa: indica que, por cada unidad de volumen de da- 
tos (gigabytes) que aumenten los datos entrantes, el número de peticiones procesadas dismi- 
nuye en 4,143 unidades. 


  
 
10,5 
0,953 
y 
x 


 
 
2.874;54.952 


 
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b) El gráfico de ajuste a la recta de mínimos cuadrados es: 


c) 


El coeficiente de correlación r = –0,814 nos indica que hay una correlación alta negativa entre 
volumen de datos entrantes y el número de peticiones procesadas. 


d) El coeficiente de determinación R-Sq es el 66,2%. Esto quiere decir que nuestro modelo 
lineal explica el 66,2% del comportamiento de la variable Y (en este caso, número de peti- 
ciones procesadas). 


e) Con 12 gigabytes, habrá 72,3 – 4,14 · 12 = 22,57 peticiones. 


f) En el output anterior podemos ver que el p-valor asociado al contraste de hipótesis anterior 
es 0,026. Como este valor es menor que  = 0,05, debemos rechazar la hipótesis nula; es decir, 
podemos concluir que la pendiente de la recta es distinta de cero o, lo que es lo mismo, que 
el coeficiente de correlación poblacional es no nulo (es decir, que ambas variables están co- 
rrelacionadas y que, por tanto, el modelo estudiado tiene sentido). 
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Introducción 


Las encuestas y cuestionarios se han convertido en una herramienta de inves- 


tigación de uso cotidiano en la llamada “sociedad de la información”. La idea 


de usar datos provenientes de una muestra –compuesta por un número relati- 


vamente pequeño de elementos– para obtener información sobre toda una 


población es utilizada a diario por los medios de comunicación, ya sea prensa 


escrita, televisión, radio o incluso Internet. 


En efecto, las encuestas y los cuestionarios se usan para sondear el estado de 


opinión de los potenciales votantes de unas elecciones, para conocer el poten- 


cial interés de nuevos bienes o servicios en el mercado, para predecir la acep- 


tación que tendrán determinadas decisiones gubernamentales o estratégicas, 


para conocer mejor a los miembros de una comunidad, para detectar deman- 


das potenciales de los consumidores que no están siendo satisfechas, etc. En 


investigación, además, las técnicas basadas en el uso de encuestas y cuestiona- 


rios representan probablemente la herramienta de investigación social más 


común en artículos y publicaciones científicas. 


Sin embargo, el paso de datos muestrales a información sobre la población no 


es trivial, ya que requiere de todo un proceso metódico que incluye el diseño 


de las preguntas (para evitar introducir sesgos innecesarios en las mismas), el 


diseño de la muestra (para minimizar en lo posible el error muestral), la reali- 


zación de la encuesta y el análisis de los resultados. En muchas ocasiones este 


proceso se hace demasiado a la ligera y de forma poco rigurosa, con lo que los 


resultados que se obtienen son poco fiables y nada creíbles desde un punto de 


vista científico. En este módulo se presentan y discuten los conceptos básicos 


de estas técnicas, desde las claves de un buen cuestionario y de un buen diseño 


muestral hasta ejemplos de cómo pueden aplicarse las técnicas estadísticas tra- 


bajadas durante el curso para representar numérica y gráficamente la informa- 


ción obtenida sobre la población. 
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Objetivos 


Los objetivos docentes que se pretenden alcanzar con este módulo son los si- 


guientes: 


1. Entender la importancia de las encuestas y los cuestionarios en la sociedad 


de la información. 


2. Conocer los aspectos clave a considerar cuando se elaboran las preguntas 


de un cuestionario. 


3. Conocer los tipos de escalas más habituales en los cuestionarios, así como 


el tipo de datos que produce cada una de ellas. 


4. Introducirse en los tipos de muestreo más habituales en los estudios de en- 


cuestas, en particular: el muestreo aleatorio simple, el muestreo sistemáti- 


co, el muestreo por estratos y el muestreo por conglomerados. 


5. Saber calcular estimaciones puntuales y por intervalos para diversos pará- 


metros poblacionales según el tipo de muestreo usado. 


6. Aprender a usar las técnicas estadísticas trabajadas durante el curso para 


analizar cuestionarios. 


7. Aprender a usar programas estadísticos o de análisis de datos como ins- 


trumento básico en la aplicación práctica de los conceptos y técnicas es- 


tadísticas. 
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1. Diseño de cuestionarios 


Las técnicas de investigación basadas en el uso de encuestas se aplican a mul- 


titud de ámbitos diferentes: en los negocios, en la administración pública, en 


las ciencias sociales y del comportamiento, en las ciencias de la información y 


la comunicación, en las ciencias de la salud, en las ciencias políticas, y en cual- 


quier otro ámbito en el que los datos que puedan aportar los usuarios de un 


servicio o los consumidores de un producto jueguen un papel fundamental. 


En la Sociedad de la Información, las organizaciones e instituciones hacen un 


uso intensivo de los datos que explican cómo se comportan los individuos, 


cuáles son sus gustos y sus necesidades, qué opinión tienen sobre determina- 


dos temas, etc. En este contexto, las técnicas de investigación basadas en el uso 


de encuestas permiten obtener unos datos que, tras su posterior análisis esta- 


dístico, proporcionan una valiosa información tanto a los investigadores teó- 


ricos de una determinada disciplina como a los responsables de tomar 


decisiones sobre el funcionamiento de las organizaciones. 


En general, se pueden distinguir seis fases secuenciales en el desarrollo de cual- 


quier estudio basado en el uso de encuestas (figura 1): (a) identificación de los 


temas concretos sobre los que se desea obtener información así como de la po- 


blación a encuestar, (b) diseño del cuestionario como instrumento para obte- 


ner los datos que se necesitan, (c) diseño y selección de una muestra 


representativa de la población, (d) obtención de los datos mediante el envío 


del cuestionario a los individuos que componen la muestra, (e) análisis esta- 


dístico de las observaciones muestrales a fin de inferir información sobre la po- 


blación, y (f) elaboración de informes y conclusiones. 


Figura 1. Fases en el desarrollo de una encuesta 


En este apartado se hará especial énfasis en la fase de diseño del cuestionario, 


dejando para apartados posteriores otras fases clave en las que las técnicas es- 


tadísticas tienen una aportación decisiva, es decir, la fase de diseño y selección 


de la muestra y la fase de análisis de las observaciones muestrales. 


1.1. Elaboración de las preguntas de un cuestionario 


Las preguntas que se formulan en un cuestionario constituyen el aspecto más 


relevante de cualquier encuesta. Para que éstas cumplan su papel de forma efi- 
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ciente, las preguntas de un cuestionario deben centrarse en aquellos aspectos 


esenciales sobre los que se desea obtener información. Asimismo, dichas pre- 


guntas deben ser lo más breves y claras posibles a fin de facilitar la tarea de las 


personas encuestadas y maximizar la fiabilidad y validez del cuestionario. Se 


trata de evitar posibles problemas tales como: interpretaciones erróneas de las 


preguntas, agotamiento del encuestado o, incluso, rechazo a contestar una 


parte o la totalidad del cuestionario por la longitud del mismo o el esfuerzo 


necesario para entender las preguntas y contestarlas. Estas problemáticas po- 


drían introducir sesgos y errores muestrales en los datos, lo que mermaría la 


fiabilidad y validez de la encuesta y de sus resultados. 


Es importante ser cuidadoso en la elaboración de las preguntas a fin de evi- 


tar introducir en el cuestionario problemas de error muestral –debido al 


uso de una muestra para estimar parámetros poblacionales– o de sesgo 


(cualquier otro tipo de error en el cuestionario diferente del error muestral): 


si en la propia formulación de las pregunta se está induciendo al encuestado a 


responder en un sentido concreto, entonces se está introduciendo un sesgo 


en el cuestionario; si la formulación de las preguntas es ambigua y da pie a 


diferentes interpretaciones, entonces se está favoreciendo una excesiva dis- 


persión de las respuestas, lo que incrementa el error muestral. Por tanto, la 


manera en cómo las preguntas se formulan en un cuestionario es determi- 


nante a la hora de evitar introducir patrones de sesgo y error muestral en 


el mismo. Así, se pueden establecer las siguientes recomendaciones gene- 


rales a tener presentes cuando se elaboran las preguntas de un cuestionario: 


• 
Criterios de interpretación y respuesta claros: los criterios en los que el en- 


cuestado debe basarse para interpretar y contestar a una pregunta deben es- 


tar claramente especificados en el cuestionario. 


• 
Preguntas apropiadas al conjunto de individuos que configuran la muestra: 


todos los encuestados deben poder responder a las preguntas sobre la base 


de su experiencia o condición personal. 


• 
Uso adecuado de expresiones, ejemplos o alternativas de respuesta: debe 


evitarse incluir en la pregunta expresiones que inciten a una determinada 


respuesta, así como ejemplos de posibles respuestas, ya que ello podría in- 


ducir a los encuestados a responder de una determinada manera y de este 


modo introducir un factor de sesgo en las respuestas. 


• 
Nivel de actualidad de las preguntas: no se debería presuponer que el en- 


cuestado será capaz de recordar con precisión cuál fue su comporta- 


miento en el pasado o su opinión sobre un tema acontecido hace ya 


bastante tiempo. 


• 
Preguntas con un nivel de generalización o concreción adecuado: se debe- 


ría evitar formular preguntas demasiado genéricas o ambiguas que se pue- 
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dan interpretar de formas muy distintas y cuya respuesta no aporte 


demasiada información, así como preguntas demasiado específicas que el 


encuestado no sea capaz de contestar con el nivel de detalle requerido. 


Además de estas fuentes internas de sesgo causadas por el propio instru- 


mento de la encuesta, existen también otras potenciales fuentes de sesgo 


que no se originan por cómo se han elaborado las preguntas, sino por las 


condiciones en las que se ha respondido al cuestionario. Conviene conocer 


y tener presentes estas otras fuentes potenciales de sesgo para evitarlas en lo 


posible con una correcta elección de las condiciones de la encuesta y, en par- 


ticular, de la muestra. Así, algunas de estas fuentes externas de sesgo son 


las siguientes: respuestas que buscan estar en coherencia con lo que es “so- 


cialmente deseable” o con lo que el entrevistador espera obtener, respues- 


tas orientadas a dar una buena imagen del encuestado, respuestas con 


excesiva tendencia a la dicotomía (sí o no, positivo o negativo, etc.) o hacia 


las opciones extremas, respuestas hostiles excesivamente condicionadas 


por experiencias negativas recientes, etc. 


Existen dos formatos básicos para elaborar preguntas de un cuestionario: 


las preguntas abiertas o no estructuradas son aquellas que permiten al en- 


cuestado responder libremente sin estar condicionado por un conjunto de 


posibles alternativas de respuesta. Por el contrario, las preguntas estructu- 


radas o cerradas son aquellas que contienen en la propia pregunta un con- 


junto de posibles respuestas o categorías a elegir por el encuestado. La 


preguntas estructuradas son las que habitualmente más se usan en los cues- 


tionarios, ya que además de acotar más claramente el contexto de la infor- 


mación que se espera obtener, suelen ser más fáciles y rápidas de contestar, 


permiten comparar mejor diferentes grupos de encuestados y, sobre todo, 


facilitan enormemente el procesado y análisis posterior de los datos. 


Cuando se usan preguntas estructuradas es importante elegir bien las cate- 


gorías o posibles respuestas alternativas de manera que éstas constituyan 


una lista completa de opciones (incluyendo opciones como “otros” o “no 


sabe o no contesta” cuando sea necesario) y sean mutuamente excluyentes 


(a menos que sean de opción múltiple). Por lo que respecta al número de 


categorías o respuestas alternativas, lo recomendable es que se sitúe entre 


un mínimo de dos para preguntas dicotómicas y un máximo de seis. Añadir 


más categorías suele dificultar en exceso la tarea del encuestado. Hay que 


tener presente, sin embargo, que en caso de duda sobre el nivel de detalle 


que se quiera ofrecer en las categorías, suele ser preferible optar por la op- 


ción con más categorías, puesto que siempre es posible combinar o agregar 


categorías a posteriori –durante la fase de análisis–, mientras que la opera- 


ción de desagregar respuestas ya obtenidas en nuevas categorías no suele 


ser posible sin la consiguiente pérdida de precisión e información. 


CC-BY-SA • PID_00161062 
10 
Introducción al diseño y análisis de encuestas 


La figura 2 sintetiza los conceptos clave que se deben tener en cuenta en la ela- 


boración de las preguntas de cualquier cuestionario. 


Figura 2. Conceptos clave en la elaboración de las preguntas de un cuestionario 


1.2. Uso de escalas en preguntas estructuradas 


Las respuestas a preguntas estructuradas consisten, por lo general, en elegir 


una opción concreta en una lista de categorías posibles. Estas categorías si- 


guen una escala o graduación que puede ser simplemente nominal o bien 


puede implicar algún tipo de relación ordinal o numérica entre las distintas 


categorías implicadas: 


• 
Escalas nominales: son aquellas en las que las categorías no están asocia- 


das a una relación de orden o de magnitud. Un ejemplo sería una escala en 


la que las categorías fuesen distintos códigos postales, prefijos telefónicos 


o identificadores del sexo (“hombre”, “mujer”). Este tipo de escala propor- 


ciona datos de tipo nominal que simplemente identifican categorías, por 


lo que es el más limitado desde el punto de vista de las técnicas estadísticas 


que se pueden aplicar a las observaciones obtenidas. 


• 
Escalas ordinales: son aquellas cuyas categorías siguen una relación de or- 


den o preferencia, aunque no de magnitud, que permite clasificarlas. Un 


ejemplo sería una escala de tareas secuenciales a realizar en un proceso, en 


el que la pregunta podría ser elegir aquella tarea que se considere más crí- 


tica. Este tipo de escalas posibilita el uso de las llamadas técnicas estadísti- 


cas no paramétricas para analizar los datos obtenidos. 


• 
Escalas de intervalos equidistantes: son las que asocian una magnitud a 


cada categoría y en las que el cero no significa ausencia de magnitud. Un 


ejemplo sería una escala graduada del 1 al 7 para representar niveles de im- 


portancia. Esta escala permite el uso de técnicas de inferencia estadística, 


por lo que resulta altamente recomendable. 


CC-BY-SA • PID_00161062 
11 
Introducción al diseño y análisis de encuestas 


• 
Escalas de ratio: son las que asocian una magnitud a cada categoría y en 


las que el cero representa ausencia de magnitud. Un ejemplo sería una es- 


cala graduada del 0 al 50 para indicar la distancia en kilómetros recorrida 


por el encuestado para acudir a su lugar de trabajo. Al igual que ocurría con 


las escalas de intervalos equidistantes, las de ratio también permiten el uso 


de técnicas de inferencia estadística. 


A continuación, se describen algunos ejemplos de escalas particulares que se 


usan habitualmente en los cuestionarios: 


• 
La escala de Likert: esta escala suele usarse para obtener el grado de 


acuerdo o desacuerdo del encuestado con una determinada afirmación 


(figura 3). Puesto que todas las categorías en una escala de Likert suelen 


estar etiquetadas (y las etiquetas o identificadores de cada categoría no 


tienen por qué representar magnitudes equidistantes), hay cierta discre- 


pancia entre los expertos sobre si esta escala debe considerarse simple- 


mente como una escala ordinal o bien puede incluso considerarse como 


una escala de intervalos. Una posible solución a este problema sería 


mantener únicamente los identificadores o etiquetas de los extremos (p. 


ej.: “(1) Muy en desacuerdo” y “(5) muy de acuerdo”), dejando el resto 


de ítems numerados pero sin etiquetar, de modo que los números defi- 


nan intervalos equidistantes. En todo caso, es éste un tema bastante dis- 


cutible sobre el que no parece haber un total consenso. Obviamente, 


resulta muy ventajoso poder considerar una escala de Likert como de in- 


tervalos para poder así aplicar técnicas de inferencia estadística de for- 


ma lícita. 


Figura 3. Ejemplo de preguntas usando una escala de Likert 


• 
La escala de frecuencia verbal: esta escala es muy similar a la de Likert, 


con la diferencia de que los ítems de la escala indican con qué frecuencia 


se ha llevado a cabo una determinada acción (figura 4). 


Nota 


Los ejemplos sólo cubren algu- 
nas de las tipologías de escalas 
más usadas. En Internet es fácil 
encontrar ejemplos de cuestio- 
narios completos y otros tipos 
de escalas sin más que buscar 
por términos como survey 
examples, questionnaire exam- 
ples, etc. 
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Figura 4. Ejemplo de preguntas usando una escala de frecuencia verbal 


• 
La escala comparativa: a diferencia de las anteriores, los ítems de esta 


escala indican cómo se comparan dos elementos entre sí a criterio del 


encuestado (figura 5). Esta escala se considera como una escala de inter- 


valos, por lo que es lícito aplicar las técnicas de inferencia a los datos 


obtenidos con ella. 


Figura 5. Ejemplo de uso de una escala comparativa 


• 
La escala linealnumérica: esta escala también es similar a la de Likert, 


aunque los ítems extremos suelen hacer referencia al grado de impor- 


tancia que asigna el encuestado a un tema y los ítems intermedios no 


suelen estar etiquetados (figura 6). Por esto último, se considera una es- 


cala de intervalos. 
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Figura 6. Ejemplo de uso de una escala lineal-numérica 


• 
La escala de diferencias semánticas: esta escala consiste en definir dos ex- 


tremos caracterizados por adjetivos contrapuestos y, posteriormente, defi- 


nir una graduación de ítems no etiquetados entre ambos (figura 7). También 


se considera como una escala de intervalos. 


Figura 7. Ejemplo de uso de una escala de diferencias semánticas 
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2. Diseño y selección de la muestra 


Como ya se ha comentado en el apartado anterior, en toda encuesta hay 


dos tipos de errores que conviene tener presentes: (a) el error muestral, que 


es la diferencia entre el estimador obtenido a partir de las observaciones (p. ej., 


la media muestral ) y el verdadero valor del parámetro poblacional (p. ej., la 


media poblacional ), y (b) el sesgo o error no muestral, que engloba todos 


los restantes tipos de errores que pueden ocurrir durante el desarrollo y 


análisis de una encuesta, es decir, errores en el diseño de las preguntas, 


errores causados por la “no-respuesta” (missing data), errores en la selección 


de los individuos a encuestar, errores en el registro y procesado de los da- 


tos, etc. 


Las encuestas pueden clasificarse en función del método de muestreo usado. 


Así, se habla de muestreo probabilístico cuando cada uno de los individuos 


que componen el marco del muestreo (elementos de la población susceptibles 


de ser elegidos) tiene una probabilidad conocida de ser seleccionado. Por el 


contrario, se habla de muestreo no probabilístico cuando no es posible saber 


cuál es la probabilidad de cada elemento de ser seleccionado. Los muestreos 


no probabilísticos pueden ser de gran utilidad como herramienta exploratoria, 


pero no permiten conocer la precisión de las estimaciones que se obtienen 


para los parámetros poblacionales, es decir, no dan información sobre el error 


muestral que se está cometiendo. Ejemplos de muestreos no probabilísticos se- 


rían los siguientes: 


• 
A fin de conocer la opinión de los estudiantes de una universidad presen- 


cial sobre su nuevo Campus Virtual, se encuesta a los matriculados de una 


asignatura concreta. 


• 
A fin de conocer la opinión de los clientes de un nuevo centro comercial, 


se piden voluntarios para responder a un cuestionario. 


• 
A fin de conocer la opinión de los usuarios de una base de datos documen- 


tal, un directivo selecciona una muestra de usuarios que, según su criterio, 


son representativos del conjunto de usuarios. 


Los muestreos probabilísticos, por su parte, sí permiten calcular intervalos de 


confianza para los parámetros poblacionales a partir de los las observaciones 


de la muestra. Esto es, los muestreos probabilísticos permiten conocer la mag- 


nitud del error muestral que se está cometiendo. En este apartado se describi- 


rán cuatro de los métodos probabilísticos más populares: el muestreo aleatorio 


simple, el muestreo sistemático, el muestreo estratificado, y el muestreo por 


conglomerados. 


Ejemplo 


Recordar que el término esta- 
dístico hace referencia a una 
muestra mientras que el térmi- 
no parámetro hace referencia 
a toda la población. Así, por 
ejemplo, el estadístico media 
muestral es un estimador del 
parámetro media poblacional. 


x 
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2.1. Muestreo aleatorio simple 


En un muestreo aleatorio simple, todos los elementos del marco muestral 


(elementos de la población que son candidatos a ser seleccionados) tienen la 


misma probabilidad de ser elegidos. Para seleccionar, mediante muestreo alea- 


torio simple, n elementos de entre los N que componen la lista de candidatos 


a ser elegidos, se suele asignar un número natural (1, 2, 3, …, N) a cada uno de 


los elementos de la lista y, a continuación, se generan al azar n números alea- 


torios distintos, que identificaran a los elementos seleccionados. 


De acuerdo con la teoría de la estadística inferencial, si se selecciona una 


muestra aleatoria suficientemente grande (en la práctica n  30 suele ser sufi- 


ciente), el teorema central del límite permite obtener intervalos de confianza 


para la media poblacional . En particular: 


Ejemplo: un periódico de economía tiene actualmente N = 8.000 lectores suscri- 


tos. Una muestra aleatoria simple de n = 484 lectores es elegida para realizar una 


encuesta. Tras analizar los datos de dicha encuesta, se sabe que la media de los in- 


gresos mensuales de los lectores seleccionados en la muestra es de 
= 30.500 


euros y que la correspondiente desviación estándar es de s = 7.040 euros. 


La media muestral, 
, es un buen estimador de la media poblacional, . Ade- 


más, un intervalo de confianza del 95% para dicha media poblacional será: 


= (29.892,07, 31.107,93). En otras pala- 


bras, para un nivel de confianza del 95%, los ingresos medios del conjunto de 


los 8.000 lectores suscritos al periódico oscilarán entre 29.892 y 31.108 euros. 


De forma similar, es posible calcular intervalos de confianza para otros pará- 


metros de la población, como el total acumulado de una población, por ejem- 


plo, la demanda total de la población, la riqueza total de una población, etc. 


Para un nivel de confianza del 95%, un intervalo de confianza para la 


media poblacional, , viene dado por: 


donde s representa la desviación estándar de las observaciones muestrales. 


El estadístico 
es un buen estimador del total acumulado de una 


población, N · . Además, si (a, b) es un intervalo de confianza del 95% 


para la media poblacional, , un intervalo de confianza del 95% para 


N · , viene dado por (N · a, N · b). 
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Ejemplo: se desea estimar el número total de visitas anuales que reciben los 


portales web de las universidades pertenecientes a una clasificación que inclu- 


ye las quinientas mejores del mundo. Para ello, se ha seleccionado una mues- 


tra aleatoria de cincuenta universidades pertenecientes a esa clasificación y se 


han obtenido los siguientes estadísticos muestrales: el número medio de visi- 


tas anuales es de veintidós mil, siendo la desviación estándar de cuatro mil. 


En primer lugar, cabe destacar que 
= 11.000.000 será un buen estimador 


para el número total de visitas anuales que reciben los portales de las quinien- 


tas mejores universidades. Un intervalo de confianza del 95% para el número 


total de visitas anuales será: 
= 


(10.474.077, 11.525.923). En otras palabras, para un nivel de confianza del 


95%, el número total de visitas anuales que recibirán los quinientos portales 


web estará entre 10,47 millones y 11,53 millones. 


Finalmente, también es posible obtener intervalos de confianza para la pro- 


porción de elementos de una población que satisfacen unas determinadas 


condiciones, por ejemplo, proporción de individuos que usan un servicio, 


proporción de individuos con estudios superiores, etc. 


Ejemplo: siguiendo con el ejemplo anterior de los portales web de las univer- 


sidades pertenecientes a la clasificación de las 500 mejores, se desea estimar el 


porcentaje de portales que disponen de un programa institucional –al estilo 


del MIT OpenCourseWare– para ofrecer contenidos formativos en abierto. De 


las cincuenta universidades que constituyen la muestra, un total de treinta y 


cinco disponen de dicho programa. 


La proporción muestral, p' = 35/50 = 0,70 = 70%, es un buen estimador del por- 


centaje de universidades en las quinientas mejores que tendrán un programa 


así. Además, es posible obtener un intervalo de confianza del 95% para dicha 


proporción poblacional: 
= (0,5783, 


0,8217). En otras palabras, con un nivel de confianza del 95% se puede afirmar 


que entre el 58% y el 82% de universidades entre las quinientas mejores dis- 


ponen de un programa de contenidos formativos en abierto. Observar que, en 


Indicación 


Al realizar los cálculos, se reco- 
mienda usar al menos cuatro 
decimales para no perder de- 
masiada precisión en el redon- 
deo, especialmente cuando N 
es un número muy grande. 


Para un nivel de confianza del 95%, un intervalo de confianza para la 


proporción p de elementos de una población que cumple una determi- 


nada condición viene dado por: 


donde p' es la proporción de elementos de la muestra que la cumplen. 
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este caso, el intervalo de confianza es poco preciso (hay unos veinticuatro 


puntos porcentuales de diferencia entre los extremos del intervalo), lo cual se 


debe a que el tamaño de la muestra es relativamente pequeño. 


2.2. Muestreo sistemático 


El muestreo sistemático consiste en usar una regla para seleccionar de forma 


sistemática los elementos de una muestra. Este muestreo se suele usar en pobla- 


ciones grandes y homogéneas como alternativa al muestreo aleatorio simple, 


especialmente en aquellas situaciones en las que el proceso de asignar un nú- 


mero entero a cada elemento de una larga lista puede resultar complicado o 


costoso en tiempo (p. ej.: asignar un número entero a cada uno de los números 


de una guía telefónica, asignar un número entero a cada uno de los clientes que 


accede a un centro comercial en un día determinado, etc.). Así, por ejemplo, si 


se desea seleccionar una muestra de treinta teléfonos de la guía telefónica de 


una ciudad, una forma sistemática de hacerlo sería escoger al azar el primero y, 


posteriormente, escoger un teléfono cualquiera de cada una de las veintinueve 


páginas siguientes. Otro ejemplo: si se desea entrevistar a cuarenta clientes de 


un gran centro comercial, una forma sistemática de seleccionar la muestra sería 


empezar por uno al azar y, a continuación, escoger cada cinco minutos al nue- 


vo cliente que acceda al centro en ese preciso instante. A menudo, este tipo de 


muestreo se puede considerar como equivalente a un muestreo aleatorio sim- 


ple, especialmente cuando el listado o marco muestral sigue un orden aleato- 


rio, es decir, realizar una selección sistemática de elementos en una lista que 


sigue un orden aleatorio es técnicamente equivalente a realizar directamente 


una selección aleatoria de elementos que no sigan un orden aleatorio. 


2.3. Muestreo aleatorio estratificado (grupos homogéneos) 


El muestreo aleatorio estratificado se suele usar en los casos en que resulta 


fácil agrupar los elementos de la población considerada en subgrupos de com- 


posición homogénea llamados estratos. Por ejemplo: trabajadores de una or- 


ganización agrupados por departamento, estudiantes de una universidad 


agrupados por titulación, habitantes de un país agrupados por nivel de renta 


o edad, revistas científicas agrupadas por ámbito temático, etc. Cuando la va- 


riabilidad dentro de cada estrato es menor que la variabilidad entre estratos, 


este tipo de muestreo tiende a proporcionar más precisión que un muestreo 


aleatorio simple a la hora de estimar los parámetros poblacionales. 


Así, el muestreo aleatorio por estratos consiste en: (a) clasificar los N elemen- 


tos de una población en H grupos o estratos (de manera que los elementos de 


cada estrato sean similares entre ellos), y (b) seleccionar a continuación una 


muestra aleatoria simple para cada uno de los estratos (figura 8). Los estadísti- 


cos obtenidos para cada estrato se combinan posteriormente para obtener es- 
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timaciones de algunos parámetros como la media, el total acumulado o la 


proporción de la población. 


Figura 8. Muestreo aleatorio estratificado 


En un muestreo por estratos, es posible obtener un buen estimador de la media 


poblacional haciendo un promedio ponderado de las medias muestrales obte- 


nidas en cada estrato. En concreto, 
es un buen estimador de 


, donde Ni representa el número total de elementos del estrato i-ésimo y 


representa la media de la muestra asociada a dicho estrato. 


Para un nivel de confianza del 95%, un intervalo de confianza para la 


media poblacional, , viene dado por: 


donde ni y si representan, respectivamente, el tamaño y la desviación 


estándar de la muestra asociada al estrato i-ésimo. 


Por otro lado, el estadístico 
es un buen estimador del total acu- 


mulado de una población, N · . Además, si (a, b) es un intervalo de con- 


fianza del 95% para la media poblacional, , un intervalo de confianza 


del 95% para N · , viene dado por (N · a, N · b). 


Finalmente, un intervalo de confianza para la proporción p de elemen- 


tos de una población que cumple una determinada condición viene 


dado por: 


donde 
es un promedio ponderado de las proporciones 


p'i de elementos de la muestra que la cumplen para el estrato i-ésimo. 
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Ejemplo: hace dos años se graduaron en una universidad un total de 1.500 


estudiantes. Para conocer el salario medio de dichos estudiantes, tanto a ni- 


vel global como por titulación, se agruparon los estudiantes por titulacio- 


nes (estratos) y se encuestó a un total de ciento ochenta exestudiantes. La 


tabla 1 incluye, por orden de columnas, el número de graduados en cada 


estrato, el tamaño de cada muestra, la media muestral, la desviación están- 


dar muestral y la proporción de estudiantes con un sueldo superior a los 


36.000 euros anuales. 


Tabla 1. Estadísticos obtenidos para cada estrato 


Un buen estimador del salario medio para el conjunto de mil quinientos gra- 


duados viene dado por el promedio ponderado de las distintas medias mues- 


trales: 


= 29.350 euros. 


Además, se puede obtener el correspondiente intervalo de confianza, para 


un nivel de confianza del 95%, para la media poblacional: 


(29.079,33, 29.620,67), es decir, se puede afirmar, con un nivel de confian- 


za del 95%, que el salario medio del total de mil quinientos graduados de 


esta universidad está entre 29.079 y 29.621 euros por año. Para hacer este 


tipo de cálculos es conveniente usar una hoja de cálculo (figura 9). 


Titulación (estrato) 
Ni 
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Figura 9. Uso de Excel para realizar cálculos en muestreo estratificado 


En segundo lugar, se pueden estimar los ingresos anuales totales del conjunto 


de los mil quinientos graduados, N · , para saber cuál será su potencial im- 


pacto sobre la economía local. En este caso, puesto que el estimador de  era 


= 29.350 euros, el estimador puntual de N ·  será 1.500 
= 44.025.000 


y un intervalo de confianza al 95% vendrá dado por: (1.500 · 29.079,3306, 


1.500 · 29.620,6694) = (43.618.995,86, 44.431.004,14). En otras palabras, se 


puede afirmar con un nivel de confianza del 95% que serán necesarios entre 


43,6 y 44,4 millones de euros para cubrir los salarios anuales de los mil qui- 


nientos graduados. 


En tercer lugar, un buen estimador del porcentaje de estudiantes de la población 


cuyos ingresos superan los 36.000 euros vendrá dado por el promedio ponderado 


de los porcentajes en cada estrato: 
= 0,0981, 


es decir, aproximadamente, sólo un 9,8% de los salarios de los mil quinientos gra- 


duados será superior a los 36.000 euros anuales. Finalmente, se puede obtener un 


intervalo de confianza del 95% para el porcentaje poblacional anterior: 


= (0,0584, 0,1379), es decir, se puede afirmar con un 95% de confianza que el 


porcentaje de graduados en la promoción de hace dos años cuyos ingresos supe- 


ran los 36.000 euros anuales oscila entre un 5,8% y un 13,8%. 


2.4. Muestreo por conglomerados (clusters o grupos heterogéneos) 


El muestreo por conglomerados se suele usar en los casos en que resulta 


fácil agrupar los elementos de la población considerada en subgrupos de 
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composición heterogénea llamados conglomerados, cada uno de los cuales 


viene a ser una representación a pequeña escala de la población total (es 


decir, se presupone una gran variabilidad entre los elementos de un mismo 


conglomerado). Por ejemplo: los habitantes de una gran ciudad pueden 


agruparse por barrios, los usuarios de un servicio web pueden agruparse por 


países de procedencia, las revistas científicas pueden agruparse por edito- 


rial, etc. De hecho, una de las principales aplicaciones del muestreo por 


conglomerados está relacionada con el muestreo por áreas o regiones geo- 


gráficas, donde los conglomerados suelen ser países, regiones, ciudades o 


barrios. El muestreo por conglomerados permite reducir los costes de des- 


plazamientos entre zonas geográficamente dispersas y, a la vez, evita tener 


que generar listados exhaustivos de toda la población, puesto que sólo son 


necesarios listados exhaustivos de cada conglomerado seleccionado. 


Así, el muestreo por conglomerados consiste en: (a) clasificar los N elemen- 


tos de una población en H grupos o conglomerados (de manera que los ele- 


mentos de cada conglomerado presenten mucha variabilidad entre ellos), 


(b) seleccionar a continuación una muestra aleatoria simple de h conglo- 


merados, y (c) para cada conglomerado de la muestra seleccionada, o bien 


encuestar a cada uno de los elementos que lo componen –muestreo por 


conglomerados en una etapa– o bien seleccionar una nueva muestra alea- 


toria de elementos para encuestar –muestreo en dos etapas– (figura 10). Si 


bien tanto en un caso como en otro es posible obtener estimadores puntua- 


les y por intervalos para varios parámetros poblacionales, se tratará sólo el 


muestreo por conglomerados en una etapa (es decir, se supondrá que, una 


vez seleccionada la muestra de conglomerados, se encuesta a todos los ele- 


mentos de cada conglomerado seleccionado). 


Figura 10. Muestreo por conglomerados 


En un muestreo por conglomerados es posible obtener un buen estimador de 


la media poblacional  mediante la expresión 
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ta el número total de elementos del conglomerado i-ésimo e yi representa el 


valor total de las observaciones de dicho conglomerado. 


Ejemplo: el sistema sanitario de atención primaria de un país está com- 


puesto por un total de doce mil médicos distribuidos en mil centros de 


atención primaria (conglomerados). Con el fin de obtener cierta informa- 


ción sobre la población de médicos considerada, y ante la dificultad de rea- 


lizar encuestas a médicos de todos los centros, se lleva a cabo un muestreo 


por conglomerados en el que se seleccionan de forma aleatoria un total de 


diez centros de atención primaria. A continuación, se pasa una encuesta a 


los médicos de cada uno de los centros escogidos. La tabla 2 incluye, por 


orden de columnas, el identificador del centro, el número de médicos que 


en él trabajan, el número total de visitas asociadas con una cierta enferme- 


dad que recibe el centro en una semana normal y el número de médicos 


que son mujeres. 


Para un nivel de confianza del 95%, un intervalo de confianza para la 


media poblacional, , viene dado por: 


Por otro lado, el estadístico 
es un buen estimador del total acu- 


mulado de una población, N · . Además, si (a, b) es un intervalo de con- 


fianza del 95% para la media poblacional , un intervalo de confianza 


del 95% para N ·  viene dado por (N · a, N · b) 


Finalmente, un intervalo de confianza para la proporción p de elementos 
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donde mi es el número de elementos del conglomerado i-ésimo que cum- 


ple una determinada característica y 
es buen estimador del 


promedio de elementos de la población que cumplen dicha característica. 
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Tabla 2. Estadísticos obtenidos para cada conglomerado de la muestra 


En primer lugar, un buen estimador para el número medio de visitas semana- 


les que recibe cada médico viene dado por: 
= 42,5313, es decir, en 


promedio cada médico del sistema sanitario recibirá unas cuarenta y tres visi- 


tas semanales. 


Es posible obtener un intervalo de confianza del 95% para dicha media pobla- 


cional: 


= 42,5313  1,96 · 1,7299 = (39,14, 45,92). En otras palabras, se puede afirmar 


con un nivel de confianza del 95% que el promedio de visitas semanales por 


médico en el sistema sanitario del país está entre 39 y 46 (figura 11). 


Figura 11. Uso de Excel para realizar cálculos en muestreo por conglomerados 


Centro 
(conglomerado) 


Número de médicos 
Ni 


Total de visitas 
yi 


Número de mujeres 
mi 


CAP-01 
8 
320 
2 


CAP-02 
25 
1.125 
8 


CAP-03 
4 
115 
0 


CAP-04 
17 
714 
6 


CAP-05 
7 
247 
1 


CAP-06 
3 
94 
2 


CAP-07 
15 
634 
2 


CAP-08 
4 
147 
0 


CAP-09 
12 
481 
5 


CAP-10 
33 
1.567 
9 


Totales 
128 
5.444 
35 
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En segundo lugar, se pueden estimar las visitas semanales totales del conjunto de 


los doce mil médicos, N · , para saber cuál será su potencial impacto sobre el sis- 


tema sanitario. En este caso, puesto que el estimador de  era 
= 42,5313, el es- 


timador puntual de N ·  será 12.000 
= 510.375 y un intervalo de confianza del 


95% vendrá dado por: (12.000 · 39,1.406, 12.000 · 45,9219) = (469.687,38, 


551.062,62). En otras palabras, se puede afirmar con un nivel de confianza del 


95% que el sistema de atención primaria del país recibirá entre 469.687 y 


551.063 visitas en una semana normal. 


En tercer lugar, un buen estimador del porcentaje de médicos que son mujeres 


vendrá dado por: 
= 0,2734, es decir, aproximadamente el 27,3% de 


los médicos del sistema de atención primaria son mujeres. Finalmente, se pue- 


de obtener un intervalo de confianza del 95% para el porcentaje poblacional 


anterior: 


= (0,2066, 0,3402), es decir, se puede afirmar con un 95% de confianza que el 


porcentaje de mujeres en la población de médicos de asistencia primaria oscila 


entre un 20,7% y un 34,0%. 
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3. Análisis de cuestionarios: estudio parcial de un caso 


En este apartado se presenta un caso de estudio en el que se muestran ejemplos 


del uso de técnicas estadísticas para analizar diferentes tipos de preguntas perte- 


necientes a una encuesta. El objetivo de la encuesta era obtener información 


concreta sobre la visión (y la actitud) de las grandes empresas de una determi- 


nada comunidad autónoma respecto al fenómeno de la externalización de los 


servicios, sistemas y tecnologías de la información. Para ello, se diseñó una en- 


cuesta formada por varias preguntas, algunas de ellas basadas en escalas nomi- 


nales y otras en escalas de intervalos equidistantes. La población objetivo de la 


encuesta eran los directivos de servicios, sistemas y tecnologías de la informa- 


ción de las empresas, con sede social en dicha comunidad autónoma, cuyo vo- 


lumen de facturación o de empleados superaban unas determinadas cantidades 


establecidas a priori por los investigadores. Del listado completo de empresas 


que cumplían dichos requisitos, se seleccionó una muestra aleatoria de cien em- 


presas y se mandó el cuestionario a los correspondientes directivos, tras lo que 


se obtuvo una tasa de respuesta superior al 80%. La aleatoriedad de la muestra 


y la alta tasa de respuesta obtenida son dos factores imprescindibles a la hora de 


generalizar, con ciertas garantías, los resultados de la encuesta al conjunto de la 


población de empresas que satisfacen las características anteriormente descritas. 


3.1. Ejemplo de uso de estadísticos descriptivos e intervalos 


de confianza 


Una de las preguntas de la encuesta pedía especificar el número de trabajado- 


res de plantilla del departamento de tecnologías de la información y la comu- 


nicación (TIC). Dicha pregunta está asociada a una variable aleatoria discreta, 


por lo que se pueden considerar los estadísticos descriptivos de la misma como 


muestra la figura 12. 


Figura 12. Estadísticos descriptivos de la variable “N.º de empleados” 


Esta pregunta fue contestada correctamente por un total de setenta y siete de los 


ochenta y dos directivos que respondieron la encuesta (cinco directivos dejaron 


Aclaración 


El objetivo último de esta sec- 
ción no es explicar con detalle 
un caso completo de análisis 
de una encuesta (ya que ello 
requeriría de un módulo ente- 
ro), sino proporcionar ejem- 
plos concretos de cómo se 
pueden utilizar muchos de los 
conceptos y técnicas vistas en 
módulos anteriores para anali- 
zar encuestas. Así pues, esta 
sección muestra cómo se pue- 
den combinar muchas de las 
técnicas estadísticas anterior- 
mente vistas para extraer infor- 
mación a partir de los datos de 
una encuesta. 


Nota 


Tanto los outputs como los grá- 
ficos de esta sección han sido 
generados con Minitab, usan- 
do los menús y opciones 
ya explicadas en módulos 
anteriores. 


Recordatorio Minitab 


Para obtener los estadísticos 
descriptivos, usar Stat > Basic 
Statistics > Display Descriptive 
Statistics. Para obtener el Inter- 
valo de Confianza usar Stat > 
Basic Statistics > 1-Sample t. 
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sin contestar esta pregunta). El promedio de trabajadores del departamento TIC 


es de cincuenta y nueve para las empresas que contestaron a la pregunta. Se ob- 


serva también que el número de trabajadores en dicho departamento es muy va- 


riable, oscilando entre un mínimo de seis trabajadores y un máximo de 


cuatrocientos cincuenta, lo que hace pensar en diferentes niveles de externali- 


zación de los servicios y sistemas TIC. Puesto que la muestra es aleatoria, se ha 


podido obtener un intervalo de confianza para el promedio de trabajadores en 


departamentos TIC de todas las empresas de la población considerada. En este 


caso, usando un nivel de confianza del 95% se ha obtenido el intervalo (41,36, 


76,38), es decir: con un 95% de confianza se puede afirmar que en promedio es- 


tos departamentos tienen entre 41 y 77 empleados. Asimismo, resulta posible 


agrupar los valores obtenidos para la variable anterior en categorías de empresas 


según el número de empleados en el departamento TIC, lo que permite obtener 


tablas y gráficos circulares para representar las frecuencias asociadas a cada tipo 


de empresa participante en la encuesta (figuras 13 y 14). 


Figura 13. Tabla de frecuencias para cada categoría 


Figura 14. Gráfico circular que representa los porcentajes de cada categoría 


En este caso se aprecia que aproximadamente un tercio (32,9%) de las empre- 


sas participantes tienen departamentos TIC relativamente pequeños (menos 


de 20 empleados), lo que induce a pensar que tendrán bastantes servicios y sis- 


temas de información externalizados. 


Recordatorio Minitab 


Para obtener una tabla de fre- 
cuencias, usar Stat > Tables > 
Tally Individual Variables. 


Recordatorio Minitab 


Para obtener un diagrama 
circular, usar Graph > Pie 
Chart. 
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Otra de las preguntas de la encuesta pedía seleccionar, de entre una lista de 


factores, aquellos (uno o más) que se tenían en cuenta a la hora de valorar el 


nivel de éxito de un proyecto TIC finalizado. Puesto que se trata de una pre- 


gunta con respuesta múltiple (se pueden seleccionar varios factores a la vez), 


en este caso se puede emplear un diagrama de barras, como se muestra en la 


figura 15, para representar el porcentaje de citas de cada factor y caracterizar 


así aquellos factores más frecuentemente citados. 


Figura 15. Gráfico de barras con frecuencia de citas de factores de éxito 


En este caso, queda claro que a la hora de valorar el éxito de un proyecto hay 


tres factores que se usan casi siempre (“resultados y funcionalidad”, “coste fi- 


nal acorde a presupuesto” y “cumplimiento de los plazos previstos”). Cabe ob- 


servar que el factor “otros” ha sido seleccionado en un 14,3% de las respuestas, 


lo que indica que tal vez exista un factor no considerado entre los anteriores 


que también tenga su importancia relativa. 


3.2. Ejemplo de uso de contrastes de hipótesis para comparar 


dos grupos 


En otra de las preguntas del cuestionario se le proponían al encuestado una 


lista de cinco ítems o motivos por los cuales una empresa podía optar por la 


externalización de sus servicios y sistemas TIC (p. ej.: “superar las limitaciones 


de las calificaciones profesionales y técnicas del equipo interno”, “promover 


cambios organizativos, estructurales o culturales internos”, “conseguir mejo- 


res niveles de calidad del servicio o sistema final”, “reducir los costes totales”, 


etc.). A continuación se le pedía valorar, usando una escala linealnumérica, la 


importancia de cada uno de dichos ítems o motivos de externalización, tanto 


desde un punto de vista teórico como desde un punto de vista práctico (es de- 


cir, el encuestado debía emitir dos evaluaciones para cada ítem: por un lado la 


Recordatorio Minitab 


Para obtener un diagrama de 
barras, usar Graph > Bar Chart. 
Notar que es posible personali- 
zar los gráficos (p. ej., mostran- 
do porcentajes, haciendo que 
las barras sean horizontales) 
mediante los botones Chart 
Options, Scale, etc. (la ayuda 
contextual de Minitab incluye 
explicaciones detalladas de to- 
das estas opciones). 
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correspondiente a la importancia teórica o hipotética del motivo de externa- 


lización y, por otro, la correspondiente a la importancia real manifestada en 


la práctica cotidiana). La escala linealnumérica oscilaba entre 1 (muy poco im- 


portante) y 5 (muy importante). Uno de los objetivos de esta pregunta era de- 


terminar si para cada uno de los ítems existían diferencias significativas entre 


su importancia hipotética o teórica y su importancia real en la práctica del día 


a día (tales diferencias pondrían de manifiesto la existencia de otros factores 


asociados con la práctica diaria que alteraban significativamente el nivel de 


importancia teórico de cada motivo). En este caso se optó por realizar un con- 


traste de hipótesis para comparar las dos medias que se obtenían para cada 


uno de los ítems (es decir, para cada motivo se realiza un contraste de hipótesis 


sobre la igualdad de la puntuación media teórica y la puntuación media prác- 


tica). La figura 16 muestra el output de Minitab para los dos primeros tests co- 


rrespondientes a los dos primeros motivos de la lista (ítems A1 y A2). Se 


observa que en el caso del primer motivo de externalización considerado, no 


parece haber diferencias significativas, para un nivel de significación  = 0,05, 


entre las medias respectivas de las puntuaciones teóricas (A1T) y las prácticas 


(A1P). Por el contrario, en el caso del segundo motivo, el p-valor obtenido es 


muy bajo (p-valor = 0,000), lo que evidencia la existencia de diferencias signi- 


ficativas entre la importancia hipotética del motivo y su importancia en la 


práctica. 


Figura 16. Test de hipótesis para comparar medias de motivos 


La figura 17 muestra el valor de importancia medio obtenido para cada uno 


de los cinco motivos de externalización considerados, tanto desde un pun- 


to de vista teórico como desde un punto de vista práctico. Se observa que, 


para todos los pares teoría-práctica, el valor teórico siempre es superior al 


valor práctico. Esto hace sospechar que si bien algunos motivos de exter- 


nalización deberían ser considerados como muy importantes, en la práctica 


ello no siempre es posible debido a la influencia de otros factores (condi- 


Recordatorio Minitab 


Para realizar un contraste de 
hipótesis para dos muestras 
dependientes, usar Stat > Basic 
Statistics > Paired t. 
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ciones laborales, recursos disponibles, etc.). Precisamente los contrastes de 


hipótesis permiten detectar aquellos casos en los que las diferencias entre 


teoría y práctica son significativas. Se observa también en esta figura cuál 


es la importancia relativa de cada motivo a la hora de decidir sobre exter- 


nalizar o no los servicios y sistemas TIC. 


Figura 17. Comparación visual de la importancia relativa de los ítems 


3.3. Ejemplo de uso de ANOVA para comparar 


más de dos grupos 


A fin de disponer de información sobre el porcentaje de servicios y sistemas 


TIC que las empresas externalizaban, en una de las preguntas se le pidió al 


encuestado estimar ese valor porcentual. En particular, se pretendía analizar 


si este porcentaje era el mismo para todas las empresas con independencia 


del tamaño de su departamento TIC o si, por el contrario, este porcentaje de- 


pendía de forma significativa del número de trabajadores en nómina que tu- 


viera dicho departamento. 


Puesto que se habían predefinido cuatro categorías o niveles distintos de 


empresas según la dimensión del departamento TIC (véase la figura 14), re- 


sulta necesario aplicar un test ANOVA para dar respuesta a la duda formu- 


lada. La figura 18 muestra una comparativa de los distintos diagramas de 


cajas y bigotes (boxplots) por categoría o nivel. Visualmente no se observan 


grandes diferencias entre los diferentes grupos, salvo quizá una cierta dife- 


rencia con el grupo de empresas con departamentos entre sesenta y cien 


empleados, cuyos porcentajes de externalización parecen algo inferiores al 


resto (incluso a las de mayor tamaño). En todo caso, estas posibles diferen- 


cias visuales no parecen demasiado claras. 


Recordatorio Minitab 


La figura muestra una nube de 
puntos obtenida con Graph > 
Scatterplot. Las líneas de unión 
entre puntos se han generado 
con las opciones de dibujo de 
Minitab con el fin de visualizar 
mejor las diferencias. 
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Figura 18. Boxplots de porcentaje de externalización por nivel 


La figura 19 muestra el output ANOVA, que ayuda a despejar las dudas: un p- 


valor de 0,618 indica que no se han hallado indicios suficientes como para re- 


chazar la hipótesis nula de que el porcentaje medio de externalización es el 


mismo para todos los grupos, es decir, no parece que el tamaño del departa- 


mento TIC tenga una influencia decisiva en el porcentaje de servicios y siste- 


mas TIC que acaban externalizándose. 


Figura 19. Contraste ANOVA para comparar las medias de porcentajes 


3.4. Ejemplo de uso de correlación y regresión lineal 


En una de las últimas preguntas del cuestionario se pedía a los encuestados esti- 


mar las cantidades (en euros) que tenían previsto invertir durante el próximo año 


en adquisición de programas y nuevos sistemas informáticos. Parece lógico pen- 


Recordatorio Minitab 


Para obtener un boxplot múlti- 
ple, se ha de usar la opción 
Graph > Boxplot. Las líneas de 
unión entre los distintos box- 
plots se generan mediante las 
opciones del botón Data View. 
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sar que estas cantidades pueden estar inversamente relacionadas con los porcen- 


tajes de externalización de cada empresa, esto es, cabría esperar que a mayor 


porcentaje de externalización de servicios y sistemas TIC, menor inversión previs- 


ta en adquisición de programas y nuevos sistemas informáticos. Para tratar de co- 


rroborar esta impresión y detectar una posible correlación lineal entre ambas 


variables se calculó el coeficiente de correlación lineal entre ambas. La figura 20 


muestra que, en efecto, existe una fuerte correlación lineal negativa entre ambas 


variables, ya que el coeficiente de correlación es de –0,982. 


Figura 20. Coeficiente de correlación lineal entre externalización e inversión 


Tiene sentido, pues, representar la recta de regresión de la inversión sobre el 


nivel de externalización. Esta recta se muestra en la figura 21. Puesto que el 


coeficiente de determinación asociado es muy alto (Rsq = 96,5%), se puede 


incluso usar al ecuación de dicha recta para hacer estimaciones sobre la inver- 


sión futura de las empresas en nuevos equipos informáticos a partir de su nivel 


de externalización de servicios y sistemas TIC. 


Figura 21. Recta de regresión de la inversión sobre el nivel de externalización 


Recordatorio Minitab 


Para calcular el coeficiente de 
correlación, usar la opción Stat 
> Basic Statistics > Correlation. 


Recordatorio Minitab 


Para representar la recta de 
regresión, usar la opción Stat > 
Regression > Regression (alter- 
nativamente, también se pue- 
de usar Stat > Regression > 
Fitted Line Plot). 
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Resumen 


Las técnicas de investigación social basadas en el uso de encuestas y cuestio- 


narios están cada vez más extendidas en todos los ámbitos. Sin embargo, dise- 


ñar un buen cuestionario no es una tarea fácil y conviene tener presentes 


aspectos clave como la brevedad y claridad de las preguntas, el tipo de escala 


usada o el análisis posterior que se pretende aplicar a los datos de la muestra. 


En el diseño del cuestionario y del muestreo hay que tratar de minimizar tanto 


el error muestral como el error no muestral o sesgo. Para ello resulta necesario 


conocer bien las diferentes técnicas básicas de muestreo que se usan en cada 


caso (muestreo aleatorio simple, muestreo sistemático, muestreo estratificado 


y muestreo por conglomerados). 


Finalmente, una vez obtenidos los datos de la encuesta, conviene saber qué 


técnicas estadísticas se pueden aplicar en cada caso y qué tipo de información 


pueden proporcionar, tanto de forma numérica como gráfica. Precisamente, 


el análisis de los resultados obtenidos mediante el uso de estas técnicas com- 


porta a menudo un proceso de reflexión importante, es decir, el programa es- 


tadístico siempre será capaz de calcular números y generar resultados, pero no 


siempre estos resultados tendrán sentido ni serán válidos. Es tarea del investi- 


gador comprobar si se satisfacen las hipótesis necesarias para aplicar cada téc- 


nica estadística, e interpretar y validar, si procede, los resultados generados por 


los ordenadores. 
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Ejercicios de autoevaluación 


1) Seleccionar un tema y diseñar un cuestionario para obtener información sobre el mismo. 
El cuestionario debe contener una pregunta por cada tipo de escala (nominal, ordinal, de in- 
tervalos equidistantes y de ratio). Argumentar la validez del cuestionario y especificar qué 
tipo de técnicas estadísticas se pueden hacer servir para analizar cada pregunta. 


2) Entre los investigadores de una universidad se ha realizado un estudio para conocer sus 
hábitos de trabajo. Entre otras cosas, el estudio pretendía obtener información sobre el nú- 
mero medio de artículos que un investigador lee anualmente, así como sobre qué porcentaje 
de los mismos están en inglés. Dado que la universidad tiene tres grandes ámbitos de inves- 
tigación (E-learning, Computación y Sociedad de la Información), se diseñó un muestreo por 
estratos en el que se clasificó a cada investigador en el estrato correspondiente a su ámbito 
de investigación. La tabla siguiente resume los datos de la encuesta: 


Con la ayuda de un modelo de hoja de cálculo (MS Excel u Open Office Calc), se pide: 


a) Obtener un intervalo de confianza del 95% para el promedio de artículos leídos anualmen- 
te por la población de investigadores de la universidad. 


b) Obtener un intervalo de confianza del 95% para el total de artículos leídos anualmente 
por el conjunto de investigadores de la universidad. 


c) Obtener un intervalo de confianza del 95% para el porcentaje de artículos leídos que están 
en inglés. 


3) Las veinticinco bibliotecas universitarias de un país emplean un total de trescientos pro- 
fesionales en su servicio de obtención de documentos (SOD). A fin de obtener información 
sobre el número medio de documentos “difíciles de obtener” que se solicitan anualmente, se 
selecciona una muestra aleatoria de cuatro bibliotecas universitarias y se encuesta a cada uno 
de los profesionales del SOD respectivo. También se quiere obtener información sobre el nú- 
mero de expertos en Tecnologías de la Información y Comunicación de cada servicio SOD 
analizado. La tabla inferior muestra la información obtenida: 


Con la ayuda de un modelo de hoja de cálculo (MS Excel o Open Office Calc), se pide: 


a) Obtener un intervalo de confianza del 95% para el promedio de documentos “difíciles de 
obtener” procesados anualmente por un SOD. 


b) Obtener un intervalo de confianza del 95% para el total de documentos “difíciles de ob- 
tener” que son procesados anualmente por el global de los SOD. 


c) Obtener un intervalo de confianza del 95% para el porcentaje de especialistas en TIC que 
trabajan en los SOD del sistema universitario. 


4) En un estudio se entrevistó a ocho individuos elegidos al azar para evaluar el potencial de ven- 
ta de un producto antes y después de lanzar una fuerte campaña publicitaria por televisión. El 


Ámbito de investigación (estrato) 
Ni 
ni 
xi 
si 
p'i 


E-learning 
200 
20 
138 
30 
0,50 


Computación 
250 
30 
103 
25 
0,78 


Sociedad de la Información 
100 
25 
210 
50 
0,21 


Biblioteca 
(conglomerado) 


Número de 
profesionales 


Ni 


Total de documentos 
“difíciles” 


yi 


Número de 
expertos en TIC 


mi 


SOD-01 
7 
95 
1 


SOD-02 
18 
325 
6 


SOD-03 
15 
190 
6 


SOD-04 
10 
140 
2 
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interés por comprar el producto fue determinado por cada individuo, antes y después de la cam- 
paña, usando una escala entre 0 y 10, donde los valores más grandes representaban un interés 
mayor en adquirir el producto. La tabla siguiente muestra los resultados obtenidos: 


Contrastad la hipótesis nula de que, en promedio, el interés por adquirir el producto no ha 
variado tras la campaña. Usad un nivel de confianza del 95%. 


5) En un estudio se visitaron cinco ciudades de una provincia para preguntar a los residentes 
sobre sus hábitos a la hora de hacer la compra. Una de las preguntas versaba sobre el número 
de días por mes que realizaban la compra fuera de su provincia. Un total de treinta personas 
participaron en la encuesta y proporcionaron las observaciones que se incluyen en la tabla 
siguiente: 


Se pide: 


a) Determinar si existen o no diferencias significativas entre los hábitos de compra de los re- 
sidentes en función de su ciudad (usar un nivel de confianza del 99%). 


b) Obtener el coeficiente de correlación entre la ciudad de residencia y el número de veces 
por mes que se compra fuera de la provincia. 


Individuo 
Después 
Antes 


1 
6 
5 


2 
6 
4 


3 
7 
7 


4 
4 
3 


5 
3 
5 


6 
9 
8 


7 
7 
5 


8 
6 
6 


Ciudad 1 
Ciudad 2 
Ciudad 3 
Ciudad 4 
Ciudad 5 


1 
3 
1 
2 
5 


3 
3 
6 
5 
3 


2 
4 
2 
7 
2 


1 
3 
5 
4 
9 


1 
9 
6 
8 
8 


0 
7 
3 
1 
6 


CC-BY-SA • PID_00161062 
35 
Introducción al diseño y análisis de encuestas 


Solucionario 


1) Pregunta abierta, consultad el primer apartado de este material para comprobar la validez 
del cuestionario propuesto. 


2) La figura siguiente muestra los resultados obtenidos con el modelo Excel. Así, con un nivel 
de confianza del 95% se puede afirmar que: 
a) El número medio de artículos leídos por año e investigador oscila entre 129 y 142. 
b) El total de artículos leídos por año oscila entre 70.675 y 78.025. 
c) El porcentaje de los artículos leídos que está en inglés oscila entre el 47% y el 68%. 


3) La figura siguiente muestra los resultados obtenidos con el modelo Excel. Así, con un nivel 
de confianza del 95% se puede afirmar que: 
a) El número medio de documentos “difíciles” solicitados por año en cada SOD oscila entre 
129 y 142. 
b) El total de documentos “difíciles” solicitados por año en el conjunto de los SOD oscila en- 
tre 3.635 y 5.365. 
c) El porcentaje de especialistas en TIC de entre los empleados en el conjunto de los SOD os- 
cila entre 0,21 y 0,39. 


4) En este caso, se requiere usar un contraste de hipótesis para dos poblaciones depen- 
dientes (ya que son los mismos individuos los que contestan al test en dos momentos 
distintos). El output de Minitab muestra un p-valor = 0,217 > 0,05 = , es decir, no se pue- 
de rechazar la hipótesis nula de que ambas medias son iguales. En otras palabras, no se 
han encontrado evidencias suficientes como para afirmar, a un nivel de confianza del 
95%, que la campaña publicitaria ha tenido efecto en la intención de compra del produc- 
to por parte de los consumidores. 


CC-BY-SA • PID_00161062 
36 
Introducción al diseño y análisis de encuestas 


5) En el output siguiente de Minitab se muestra un estadístico F = 2,85 que tiene un p-valor 
asociado p = 0,045 > 0,01 =  (puesto que en este caso el nivel de confianza era del 99%). Así 
pues, no hay evidencias suficientes como para rechazar la hipótesis nula de que todas las me- 
dias son iguales, es decir, no parece haber diferencias significativas entre los hábitos de com- 
pra de los residentes de las distintas ciudades. Se observa que, en efecto, los intervalos de 
confianza se solapan unos sobre otros. 


El output siguiente muestra que la correlación entre la variable Ciudad y la variable Días 
(ambas generadas a partir de los datos iniciales) es de 0,440, valor que no parece corres- 
ponder con una correlación fuerte. En efecto, el p-valor de 0,015 hace pensar que, para 
un nivel de confianza del 99%, ambas variables no están fuertemente correlacionadas. 
Observad que esta conclusión es bastante coherente con la obtenida anteriormente para 
el test ANOVA. 


